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metrik dan teorema titik tetapnya ke dalam ruang p -metrik modular. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa pemetaan (1, @) o -kontraksi dapat didefinisikan dalam ruang p-metrik
modular dan teorema titik tetap untuk pemetaan tersebut pada ruang p-metrik modular dapat
diberikan dengan penambahan beberapa sifat yang diasumsikan. Selain itu, hasil penelitian
lainnya adalah aplikasi teorema titik tetap tersebut yang menjamin eksistensi solusi suatu
persamaan integral yang juga merupakan perumuman dari aplikasi teorema titik tetap tersebut
dalam ruang p -metrik. Dari hasil tersebut, dapat disimpulkan bahwa pemetaan (i, @) -
kontraksi dapat didefinisikan dalam ruang p-metrik modular dan dapat dibuktikan teorema titik
tetap untuk pemetaan (1, @) o -kontraksi pada ruang p-metrik modular beserta aplikasi dari
teorema titik tetap tersebut yang menjamin eksistensi solusi suatu persamaan integral.

Keywords:

Teoti titik tetap, ruang
metrik modular lengkap,
ruang p-metrik modular
berorder.

This research aims to provide the definition of (), @),-contraction mappings in
modular p -metric spaces, give fixed point theorems for (Y, @), -contraction
mappings on modular p-metric spaces and provide an application of the fixed point
theorem. This research was conducted by generalizing the definition of (, @)q -
contraction mappings in p-metric spaces and its fixed point theorem into modular
p-metric spaces. The results show that the (1, @) q-contraction mappings can be
defined in modular p-metric spaces and the fixed point theorem for that mapping in
modular p-metric spaces can be given by adding some assumed properties. In
addition, other research results are the application of the fixed point theorem which
guarantees the existence of an integral equation solution which is also a
generalization of the application of the fixed point theorem in p-metric spaces. From
these results, it can be concluded that (1, ) ,-contraction mappings can be defined
in modular p-metric spaces and it can be proved that the fixed point theorems for
(Y, @), -contraction mappings in modular p -metric spaces along with the
application of the fixed point theorem that guarantees the existence of an integral

equation solution.
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PENDAHULUAN

IImu Matematika merupakan salah satu ilmu yang berperan penting dalam perkembangan
teknologi dan merupakan ilmu dasar yang digunakan dalam berbagai bidang. Salah satu cabang limu
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Matematika yang banyak digunakan di bidang lain adalah Analisis Fungsional yang merupakan cabang
matematika analisis yang diantaranya membahas ruang metrik dan ruang bernorma. Cabang ilmu
tersebut terus mengalami perkembangan baik teori maupun aplikasinya.

Teori titik tetap dalam ruang metrik merupakan salah satu hasil penelitian di dalam cabang ilmu
Analisis Fungsional yang mempunyai cukup banyak aplikasinya. Salah satu aplikasi teorema ini adalah
untuk membuktikan eksistensi solusi persamaan integral dan membantu menyelesiakan persamaan
tersebut. Pada tahun 1990, Goebel & Kirk (1990) menyatakan bahwa munculnya teori titik tetap
berawal dari Prinsip Kontraksi Banach dalam tesis yang terbit pada tahun 1922 untuk pemetaan
kontraksi. Selanjutnya, Morales & Rojas (2012) menyatakan bahwa pada tahun 1984, Khan et al. (1984)
memperkenalkan suatu fungsi kontrol yang disebut sebagai altering distance functions, yaitu suatu
fungsi i yang memenuhi y(0) = 0 serta iy merupakan fungsi naik monoton dan kontinu. Di tahun-
tahun selanjutnya, berkembang teorema titik tetap yang mengacu pada altering distance functions.

Konsep ruang metrik diperkenalkan oleh Frechét (1906), seorang matematikawan Prancis.
Berbagai konsep ruang yang lebih umum dari ruang metrik bermunculan di tahun-tahun berikutnya.
Czerwik (1998) memperkenalkan suatu ruang yang lebih umum dari ruang metrik yang disebut sebagai
ruang b-metrik yang memperumum sifat ketaksamaan segitiga dalam ruang metrik yang melibatkan
konstanta s = 1. Selanjutnya, Parvaneh & Ghoncheh (2019) memperkenalkan ruang yang lebih umum
dari ruang b-metrik yang disebut ruang p-metrik yang melibatkan suatu fungsi kontinu dan naik tegas
Q) pada ketaksamaan segitiganya. Lebih lanjut, diberikan pula definisi barisan p-konvergen, barisan p-
Cauchy, serta ruang p -metrik yang p -lengkap. Selain itu, Parvaneh & Ghonceh (2019) juga
memperkenalkan suatu pemetaan pada ruang p-metrik yang lebih umum dari pemetaan kontraksi
dalam ruang p-metik yang disebut sebagai pemetaan (¥, ¢)q-kontraksi dengan ¥ dan ¢ merupakan
dua altering distance functions. Lebih lanjut, Parvaneh & Ghonceh (2019) memberikan teorema titik
tetap untuk pemetaan tersebut pada ruang p-metrik yang berorder, yaitu pemetaan (¥, ¢)q-kontraksi
f:X — X yang kontinu dan naik berorder dengan (X, 5,&) ruang p-metrik berorder parsial yang p-
lengkap mempunyai titik tetap jika terdapat x, € X dengan x, < f(x,). Selain itu, diberikan suatu
teorema titik tetap yang membutuhkan sifat ruang p-metrik yang mempunyai sequential limit
comparison property (s.l.c.p.). Suatu ruang p -metrik berorder (X, 5 &) dikatakan mempunyai
sequential limit comparison property (s.l.c.p.) jika setiap barisan naik monoton {x,} € X yang
konvergen ke x € X berakibat x,, < x, untuk setiap n € N. Teorema titik tetap yang menggunakan
sifat tersebut menyatakan bahwa pemetaan (¥, ¢)q-kontraksi f: X — X yang naik berorder dengan
(X, 5 (i) ruang p-metrik berorder parsial yang mempunyai s./.c.p. dan p-lengkap mempunyai titik
tetap jika terdapat x, € X dengan x, < f(x,). Selanjutnya, Parvaneh & Ghonceh (2019) memberikan
aplikasi teorema titik tetap tersebut untuk menunjukkan eksistensi solusi dari suatu persamaan
integral. Teorema titik tetap untuk pemetaan kontraktif pada ruang metrik berorder parsial juga
dijelaskan dalam Nieto & Rodriguez-Lopez (2005).

Pada tahun 1983, Musielak (1983) memperkenalkan suatu fungsional pada ruang vektor real yang
lebih umum dari norma pada ruang bernorma yang disebut sebagai modular. Selanjutnya, Chistyakov
(2010) mengembangkan gagasan modular ke sebarang himpunan tak kosong dengan cara
mengembangkan teori ruang metrik yang dibangun oleh modular. Suatu himpunan tak kosong X yang
dilengkapi metrik modular w dengan w: (0, ®) X X X X — [0, o], dituliskan sebagai pasangan (X, w),
disebut ruang metrik modular. Selain mencakup ruang metrik, ruang metrik modular ini juga mencakup
ruang lain, seperti ruang bernorma maupun ruang bermodular. Setelah memperkenalkan konsep
ruang metrik modular, Chistyakov (2011) memberikan teorema titik tetap untuk pemetaan kontraksi
pada ruang metrik modular. Dalam pembahasan teorema titik tetap tersebut, diberikan konsep barisan
yang meliputi barisan konvergen dan barisan Cauchy di dalam ruang metrik modular yang melibatkan
suatu bilangan A > 0 dan disebut sebagai barisan w,-konvergen serta barisan w;-Cauchy. Selain itu,
dibutuhkan suatu kondisi untuk metrik modular w yang dikenal sebagai kondisi-A, dalam pembuktian
teorema titik tetap tersebut. Chistyakov (2015) memberikan definisi suatu metrik modular w yang
memenuhi kondisi-A,. Selain Kondisi-A, tersebut, Chaira et al. (2020) memberikan suatu kondisi untuk
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metrik modular w yang disebut sebagai kondisi tipe-A, dengan sifat setiap metrik modular w yang
memenuhi kondisi tipe-A, pasti memenuhi kondisi-A,.

Beberapa konsep ruang yang lebih umum dari ruang metrik modular bermunculan di tahun-tahun
selanjutnya. Salah satu perumuman dari ruang metrik modular adalah konsep ruang b-metrik modular
yang diperkenalkan oleh Ege & Alaca (2018). Sementara itu teorema titik tetap di ruang b-metrik
dijelaskan dalam Igbal et al. (2021) dan Kir, M., & Hikmi Kiziltun (2013). Ruang b-metrik modular
memperumum sifat pertidaksamaan segitiga dalam ruang metrik modular dengan melibatkan suatu
konstanta s = 1. Suatu himpunan tak kosong X yang dilengkapi b -metrik modular v dengan
v:(0,0) X X X X - [0,0], dituliskan sebagai (X,v), disebut sebagai ruang b-metrik modular.
Parvaneh, et al. (2019) memberikan definisi barisan konvergen dan barisan Cauchy di dalam ruang b-
metrik modular dan disebut sebagai barisan v-konvergen serta barisan v-Cauchy. Selain itu, Parvaneh
et al. (2019) memberikan sifat barisan yang v-konvergen yang berhubungan dengan limit superior
barisan tersebut pada ruang b -metrik modular. Lebih lanjut, Gholidahneh et al. (2021)
memperkenalkan konsep ruang p-metrik modular yang lebih umum dari ruang b-metrik modular.
Ruang p-metrik modular memperumum ruang b-metrik modular dengan memperumum konstanta
s = 1 yang terdapat dalam definisi b-metrik modular menjadi suatu fungsi Q: [0, ) — [0, %) yang
kontinu dan naik tegas dengan Q71(t) <t < Q(t), untuk t € [0, ).

Selain ruang tersebut, terdapat jenis ruang lain yang juga perumuman ruang metrik modular, yaitu
ruang metrik modular teritlak. Salah satu bentuk perumuman ruang metrik modular teritlak adalah
memperumum sifat ketaksamaan segitiga dalam ruang metrik modular. Harini (2019) memberikan
teorema titik tetap untuk pemetaan Kannan pada ruang metrik modular teritlak. Pemetaan Kannan
sendiri merupakan salah satu perumuman dari pemetaan kontraksi. Selanjutnya, terdapat suatu
teorema yang merupakan perumuman dari teorema titik tetap, yaitu teorema titik coincidence. Hayati
(2022) memberikan beberapa teorema titik coincidence pada ruang bermodular.

Dengan adanya konsep ruang p-metrik modular yang lebih umum dari ruang p-metrik, penulis
mendefinisikan pemetaan (i, ¢)q-kontraksi pada ruang p-metrik modular dimana pemetaan tersebut
telah didefinisikan pada ruang p-metrik. Selanjutnya, berdasarkan teorema titik tetap untuk pemetaan
tersebut pada ruang p-metrik berorder, penulis juga memberikan teorema titik tetap untuk pemetaan
(Y, @) q-kontraksi pada ruang p-metrik modular yang berorder. Lebih lanjut, dalam ruang p-metrik
juga telah diberikan aplikasi teorema tersebut untuk menunjukkan eksistensi solusi dari suatu
persamaan integral. Oleh karena itu, penulis juga memberikan aplikasi teorema titik tetap untuk
pemetaan (Y, ¢)q -kontraksi pada ruang p -metrik modular yang berorder untuk menunjukkan
eksistensi solusi dari suatu persamaan integral.

METODE

Metode penelitian dalam artikel ini adalah studi literatur dengan mempelajari konsep-konsep
dasar matematika analisis yang telah dijelaskan dalam Rudin (1976) dan beberapa literatur hasil
penelitian ruang metrik modular, ruang p-metrik, ruang p-metrik modular, dan pemetaan (Y, ¢)q-
kontraksi dalam ruang p -metrik yang menjadi dasar untuk mendefinisikan pemetaan (¥, ¢)q -
kontraksi dalam ruang p-metrik modular. Selanjutnya, dipelajari mengenai teorema titik tetap untuk
pemetaan (Y, ¢)q-kontraksi pada ruang p-metrik yang menjadi dasar untuk memberikan teorema
titik tetap untuk pemetaan tersebut pada ruang p-metrik modular. Lebih lanjut, dipelajari aplikasi
teorema titik tetap untuk pemetaan (3, ¢)q-kontraksi pada ruang p-metrik yang menjadi dasar untuk
mempelajari aplikasi teorema titik tetap untuk pemetaan (), ¢)q-kontraksi pada ruang p-metrik
modular.

Adapun langkah-langkah penelitian yang digunakan adalah (1) memberikan definisi ruang p-
metrik modular beserta sifat-sifatnya, (2) memberikan definisi pemetaan (¥, ¢)q-kontraksi dalam
ruang p-metrik modular, (3) memberikan teorema titik tetap untuk pemetaan (¥, @) q-kontraksi pada
ruang p-metrik modular, dan (4) memberikan aplikasi teorema titik tetap untuk pemetaan (Y, ¢)q-
kontraksi pada ruang p-metrik modular.
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Selanjutnya, dalam pembuktian teorema-teorema yang diberikan digunakan metode pembuktian
dalam matematika diantaranya metode pembuktian langsung, metode pembuktian dengan
kontradiksi, dan metode pembuktian dengan induksi matematika. Metode pembuktian langsung
digunakan dalam membuktikan Teorema 2, Teorema 4, Teorema 10, Teorema 11, Teorema 12,
Teorema 16, Teorema 17, Teorema 18, Teorema 19, dan Teorema 20. Sedangkan dalam pembuktian
Teorema 13 dan Teorema 15, digunakan beberapa metode pembuktian, yaitu metode pembuktian
dengan induksi matematika, metode pembuktian langsung, dan metode pembuktian dengan
kontradiksi. Dalam artikel yang berjudul “Metoda Pembuktian dalam Matematika”, Hernadi (2008)
menjelaskan proses pembuktian dengan metode-metode tersebut.

HASIL PENELITIAN

Gholidahneh, et al. (2021) memperkenalkan ruang yang lebih umum dari ruang b-metrik modular
yang disebut ruang p-metrik modular dengan definisi sebagai berikut.

Definisi 1. Diketahui X himpunan tak kosong. Fungsi V:(0,0) X X X X — [0, co] disebut p-metrik
modular jika terdapat fungsi Q:[0,00) — [0, ) yang kontinu dan naik tegas dengan Q7 1(t) <t <
Q(t), untuk t € [0, ) sehingga untuk setiap x,y,z € X berlaku

(i) V(4,x,y) = 0, untuk setiapA >0 x =y,

(ii) (4, x,v) = V(4,y, x), untuk setiap A > 0, dan

(iii) VA+wx,y) <QV(A,x,2) +V(u, z y)], untuk setiap A, u > 0.

Selanjutnya, pasangan (X, V), yaitu X yang dilengkapi p-metrik modular ¥, disebut ruang p-
metrik modular. Setiap ruang b-metrik modular merupakan ruang p-metrik modular dengan Q(t) =
st dan semua ruang metrik modular merupakan p-metrik modular dengan Q(t) = t. Pada
pembahasan selanjutnya, agar penulisan lebih sederhana, untuk setiap A > 0 dan x,y € X, p-metrik
modular ¥ dituliskan sebagai (4, x,y) = 7;(x, y).

Selain memperkenalkan definisi ruang p-metrik modular, Gholidahneh, et al. (2021) memberikan
sifat yang menyatakan hubungan p-metrik modular dan b-metrik modular yang dinyatakan sebagai
berikut.

Teorema 2. Diketahui (X, v) ruang b-metrik modular dengan koefisien s > 1. Jika fungsi ¥: (0, ) X
X X X - [0, 0] dengan definisi

v (x,y) = E(v,l(x, y)), untuk setiap 1 >0danx,y € X
dengan &:[0, ) — [0, o) fungsi kontinu dan naik tegas dengan t < &(t), untuk setiap t = 0 dan
£(0) = 0, maka v p-metrik modular dengan Q(t) = é(st).
Bukti. Pembuktian Aksioma (i) dan (ii) pada Definisi 1 cukup jelas, tinggal membuktikan Aksioma (iii).
Diperhatikan bahwa untuk setiap x,y,z € X dan A, u > 0 berlaku

PaeuCey) <€ (560000 2) + 5§ () = 0 (002 + 92 7),
maka, Aksioma (iii) pada Definisi 1 terbukti. Jadi, benar bahwa ¥ merupakan p-metrik modular. =
Seperti halnya pada ruang metrik modular dan ruang b-metrik modular, pengertian barisan
konvergen, barisan Cauchy, dan ruang p-metrik modular lengkap dapat didefinisikan di dalam ruang
p-metrik modular yang dinyatakan sebagai berikut.
Definisi 3. Diberikan 2 > 0 dan ruang p-metrik modular (X, 7).

(i) Suatu barisan {x,,} € X dikatakan ¥, -konvergen ke x € X jika V;(x,,, x) = 0, untuk n - oo,
Selanjutnya, x disebut 7,-limit barisan {x,,}.

(ii) Suatu barisan {x,} € X dikatakan 7, -konvergen jika terdapat x € X sehingga {x,} € X V,-
konvergen ke x € X.

(iii) Suatu barisan {x, } € X disebut barisan 7;-Cauchy jika V(x,, x;,) = 0, untuk n, m — co.

(iv) Ruang metrik (X, V) dikatakan V;-lengkap jika setiap barisan 7;-Cauchy merupakan barisan v;-
konvergen.

Parvaneh, et al. (2019) memberikan sifat dua barisan yang v, -konvergen yang berhubungan
dengan limit superior barisan tersebut pada ruang b-metrik modular. Dalam pembuktian teorema titik
tetap untuk pemetaan (), @) q-kontraksi pada ruang p-metrik modular yang berorder, diperlukan sifat
yang serupa dengan memperumum sifat tersebut ke dalam ruang p-metrik modular. Oleh karena itu,
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diberikan sifat dua barisan V,-konvergen yang berhubungan dengan limit superior dan limit inferior
barisan tersebut di dalam ruang p-metrik modular yang dinyatakan sebagai berikut.

Teorema 4. Diberikan A > 0 dan ruang p-metrik modular (X, V) dengan Q: [0, ) — [0, ) fungsi
yang kontinu dan naik tegas dengan Q~1(t) < t < Q(t), untuk setiap t € [0, ). Jika barisan {x,,} dan
{yn} V31-konvergen di dalam X secara berturut-turut ke x,y € X, maka

Q) 1(91(x,¥)) < lim infy e V2(xn, Y) dan lim supp_e, 93 (3, y) < Q2 (17/_1(96, y)).
4 4
Lebih lanjut, untuk setiap z € X berlaku

Q‘l(ﬁ,l(x, Z)) < lim inf}, e V2 (xp, 2) dan lim supp_,e0 V3 (x5, 2) < Q (1?,_1(x, Z)).
2 2

Bukti. Berdasarkan Aksioma (iii) pada Definisi 1, diperoleh untuk setiap n € N berlaku

"alx,y) < Q 1?/_1(35: xn) + 8 <ﬁ&(xnr Yn) + 1Ij/_l()’nr)’))
2 4 4

dan

V2(xn, yn) < Q| D200, %) + Q (19/1(36, y) + 0 (y, }’n)) :
2 4 4

Karena barisan {x,} dan {y,,} U,-konvergen secara berturut-turut ke x, y € X dan Q kontinu, maka
(Qz)_l(ﬁl(x: }’)) < liminf,_,, ﬁ& (ns Yn)s (92)_1(171(xv Y)) < liminf,_, l?ﬁ(xnv Yn),
4 4

dan

lim SUPp—eo 1,)/'l(xnl Yn) < 'Qz (ﬁl(xr }’)>
4

Lebih lanjut, berdasarkan Aksioma (iii) pada Definisi 1 sifat kekontinuan €, diperoleh
Q7 Y(D3(x, 2)) < lim infy, e, V2 (20, 2), Q7 1(D3(x, 2)) < lim infy, e, V2 (2, 2),
2 2

dan

lim supp_e V3 (%, 2) < Q <1?4(x, Z)). n
2

Parvaneh & Ghoncheh (2019) memberikan definisi pemetaan (i, ¢) o-kontraksi berorder dalam
ruang b-metrik yang berorder. Oleh karena itu, sebelum memberikan definisi pemetaan (Y, ¢)q-
kontraksi dalam ruang p-metrik modular yang berorder, akan diberikan terlebih dahulu definisi ruang
p-metrik modular yang berorder.

Definisi 5. Diketahui X himpunan tak kosong. Pasangan (X, <, V) disebut ruang metrik modular
berorder jika

(i) (X, V) ruang modular metrik dan

(ii) (X, <) himpunan berorder.

Selanjutnya, akan diberikan definisi pemetaan (Y, @) q-kontraksi berorder dalam ruang p-metrik
modular yang berorder.

Definisi 6. Diberikan A > 0 dan ruang p-metrik modular berorder (X, <,7V). Pemetaan f: X - X
disebut pemetaan (y, (p)gl—kontraksi berorder jika terdapat dua fungsi alternating distance Y dan ¢
dan fungsi kontinu naik tegas Q: [0, ) — [0, 00) dengan Q71(t) < t < Q(t), untuk setiap t € [0, o)
sehingga untuk setiap comparable x,y € X berlaku

Y (0@, F3))) S W(Ma(x ) = (M (x, 7))
dengan

MA(X, }’) = max{ﬁ,l(x, y),ﬁz(x'f(x))»ﬁA()’:f(}’))»‘?/l(%f(x))}

Contoh 7. Diberikan A, > 0 dan himpunan X = [0,2v4,] dan fungsi ¥: (0,00) X X X X - [0, o]
dengan
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1})/1(-76'.’)7) =e 1 - 1;
untuk setiap x,y € X dan 4> 0. Dengan menggunakan Teorema 2, akan dibuktikan bahwa ¥
merupakan p-metrik modular dengan Q(t) = e?* — 1, untuk setiap t > 0.
Diberikan fungsi ¢: [0, ) — [0, ) dengan definisi
&(t) = et — 1, untuk setiap t > 0,
maka & merupakan fungsi kontinu dan naik tegas dengan t < &(t), untuk setiap t = 0 dan £(0) = 0.
Selanjutnya, dapat dibuktikan bahwa fungsi v: (0, ©) X X X X — [0, ] dengan definisi
vilx,y) = @, untuk setiap 1 € (0,0) dan x,y € X

merupakan b-metrik modular dengan s = 2. Akibatnya, berdasarkan Teorema 2, diperoleh

a0, y) = evatey) — 1 = &(va(x,y)), untuk setiap A > 0 danx,y € X
merupakan p-metrik modular dengan Q(t) = e?* — 1, untuk setiap t > 0.
Selanjutnya, diberikan relasi < pada X dengan definisi x < y & x <y, untuk setiap x,y € X dan
fungsi f: X — X dengan definisi

f(x) =1In (1 + %), untuk setiap x € X.

Akan dibuktikan bahwa f:X — X disebut pemetaan (i, ¢)q, -kontraksi berorder dengan altering

distance functions 1, ¢ : [0,00) — [0, ) yang mempunyai definisi ¥(t) = In (1 + %ln(l + t)) dan

t
go(t) = 1000’

Diambil sebarang x,y € X dengan x < y, maka x < y. Akibatnya, diperoleh
p (2 (02, (700, £02))) = I (14 310 (140 (9, (0. £0)) )
[ln e(”%)r -2 (1 + i) (1 + l) + [ln e(1+1y_0)]2
<

untuk setiap t = 0.

10 10
< 1
< (M3, () = 0 (M, (x,)).
Jadi, benar bahwa f merupakan pemetaan (v, <p)Ql-kontraksi berorder pada X.

Dalam pembuktian teorema titik tetap untuk pemetaan (3, <p)al—kontraksi pada ruang p-metrik
modular yang berorder, dibutuhkan sifat suatu p-metrik modular yang memenuhi kondisi-A,. Oleh
karena itu, akan diberikan definisi p -metrik modular yang memenuhi kondisi- A, dengan
memperumum definisi metrik modular yang mempunyai kondisi-A,.

Definisi 8. Diberikan ruang p-metrik modular (X, V). Suatu p-metrik modular ¥ dikatakan memenuhi
kondisi A, jika untuk setiap barisan {x,} S X dengan sifat terdapat x € X dan 1 > 0 sehingga
7111_>Ir01o 7, (x,,, x) = 0 berakibat lim 7i(x,,x) = 0.

n—-oo 2
Selanjutnya, didefinisikan suatu p-metrik modular yang memenuhi kondisi tipe- A, dengan

memperumum kondisi-A, di dalam ruang metrik modular.

Definisi 9. Diketahui (X, V) ruang p-metrik modular. Suatu p-metrik modular ¥ dikatakan memenubhi

kondisi tipe-A, jika terdapat K > 0 sehingga untuk setiap A > 0 dan x,y € X berlaku
Va(x,y) < K 93(x, y).
2

Hubungan ruang p-metrik modular yang memenuhi kondisi-A, dan kondisi tipe-A, dinyatakan
dalam teorema berikut.
Teorema 10. Diberikan ruang p-metrik modular (X, 7). Jika v memenuhi kondisi tipe-A,, maka v
memenuhi kondisi A,.
Bukti. Diambil sebarang barisan {x,} € X dengan sifat terdapat x € X dan 1> 0 sehingga
Amﬁl(x"’x) = 0. Diambil sebarang € > 0. Karena Al_r)rolo V,(xn, x) = 0, maka terdapat n(e) € N
sehingga untuk setiap n € N dengan n = n(e) berlaku 7, (x,, x) < % Akibatnya, karena ¥ memenuhi
kondisi tipe-A,, maka untuk setiap n € N dengan n > n(e) berlaku Va(x,y) < K V;(x,y) <e.

2

Dengan demikian, lim Va(x,,x) = 0. Jadi, benar bahwa ¥ memenuhi kondisi A,. |
n—oo E
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Selanjutnya, sifat suatu p-metrik modular yang memenuhi kondisi-A, digunakan untuk melihat
hubungan barisan yang v; -konvergen dan barisan V; -Cauchy. Berikut ini sifat yang menyatakan
hubungan barisan yang ¥,-konvergen dan barisan ¥;-Cauchy yang dinyatakan dalam teorema sebagai
berikut.

Teorema 11. Diberikan A > 0 dan ruang p-metrik modular (X, ?) dengan ¥ memenuhi kondisi-A,. Jika
Q(0) dan terdapat barisan {x,,} € X V;-konvergen ke x, maka {x,,} € X barisan 7;-Cauchy.
Bukti. Diketahui {x,,} € X 7;-konvergen ke x, maka 1111_)1’1(‘)10 V3 (xy, x) = 0. Karena ¥ memenuhi kondisi-

A,, maka diperoleh lim Va(x,, x) = 0. Berdasarkan Aksioma (iii) pada Definisi 3, karena Q kontinu,
n—-oo E

maka lim ﬁl(xn,xm)sﬂ( lim Va(x,,x)+ lim ﬁl(x,xm))=0. Dengan demikian, benar
n,m-oco nm-ow 5 nm-o 3

bahwa {x,,} € X barisan ¥,-Cauchy. [

Adapun sifat barisan v; -Cauchy yang juga menggunakan sifat suatu p-metrik modular yang
memenuhi kondisi-A, adalah sebagai berikut.
Teorema 12. Diberikan A > 0 dan ruang p-metrik modular (X, 7) dengan ¥ memenuhi kondisi tipe-A,.
Jika {x,,} barisan 7;-Cauchy, maka

lim Va(x,, x;,) = 0.
nm-o 3

Bukti. Karena {x,} barisan 7;-Cauchy, maka lim ¥,(x,,x,,) = 0. Selanjutnya, karena ¥ memenubhi
n,m-co

kondisi tipe-A,, maka terdapat K > 0 sehingga untuk setiap n,m € N dan A > 0 di atas berlaku
19&(xnrxm) <K 1’)/'L(xn' xm)

Dengan demikian, diperoleh nlrilllloo ﬁé(zxn,xm) =0. [ ]

Selanjutnya, diberikan teoremaztitik tetap untuk pemetaan (y, qo)Ql-kontraksi pada ruang p-
metrik modular yang berorder yang dinyatakan dalam teorema berikut.
Teorema 13. Diberikan 2 > 0 dan ruang p -metrik modular berorder (X,=<,7) yang 7, -lengkap,
pemetaan f: X — X merupakan pemetaan (v, (p)m—kontraksi berorder yang naik dan kontinu, dan ¥
memenuhi kondisi-A,. Jika Q(0) = 0 dan terdapat x, € X sehingga xy < f(xy), maka f mempunyai
titik tetap.
Bukti. Didefinisikan Ny = N U {0} dan barisan (x,,) € X sehingga

Xn+1 = f(x,), untuk setiap n € N,.

Dengan induksi matematika, dapat dibuktikan bahwa untuk setiap n € N berlaku x,, < x,,,1. Jika
Xn, = Xno+1, Untuk suatu ny € N, maka x,, = f(xno) yang berart x, merupakan titik tetap f.
Selanjutnya, diasumsikan x, # x,4+1, untuk setiap n € N. Karena f:X — X disebut pemetaan
(¥, ¢)q, -kontraksi berorder dan Q71(t) <t < Q(t), untuk setiap t € [0,) serta P naik, maka
untuk setiap n € N berlaku

lp(ﬁl(xn' xn+1)) < 1.[) (Q(ﬁ/l(xnr xn+1))) < w(MA(xn—l'xn)) - (P(M/l(xn—p xn))
dengan M;(x,_1,x,) = max{V;(xp_1,Xn), V2(Xn, Xn+1)}. Akibatnya, diperoleh untuk setiap n € N
berlaku
1/1(17/1(9611. xn+1)) = 1/J(maX{17/1(xn-1. xn):ﬁl(xn» xn+1)}) - (p(max{ﬁ/l(xn—ln xn):ﬁl(xn' xn+1)})
< lp(max{ﬁl(xn—l'xn):ﬁ/l(xn'xrwl)})-
Jika max{V; (x,—1, x5), V2 (X, X 41)} = V2 (X, X541), maka untuk setiap n € N berlaku
w(ﬁl(xn: xn+1)) < lp(ﬁl(xn: xn+1))-
Dengan kata lain, terjadi kontradiksi dalam pernyataan tersebut. Oleh karena itu, untuk setiapn € N
berlaku
max{ﬁ/l(xn—lt xn)' 1’)/'l(xn' xn+1)} = ﬁl(xn—ln xn)-
Akibatnya, diperoleh untuk setiap n € N berlaku
w(ﬁl(xn' xn+1)) S ¢(ﬁl(xn—1'xn)) - (p(ﬁl(xn—lvxn)) < w(ﬁl(xn—lvxn))-
Karena 1y fungsi naik, maka {V;(x,, x,4+1) | n € No} = {93 (x,,_1, %) | n € N} merupakan barisan
bilangan positif yang turun monoton dan terbatas ke bawah oleh 0. Dengan demikian, terdapatr; = 0
sehingga
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lim V;(x;,, Xp41) = 1y ataulim V3 (x,_1, X)) = 13.
n—-oo n—-oo

Lebih lanjut, karena ¥ dan ¢ kontinu, maka

9 (1im 93 G, 2 1)) < 9 (1im 92 Gnos, %) ) = @ (1im 03 (e, %)) < 9 (1im 9oy, %))

n—-oo n-—oo n—oo n—oo
sehingga Y (ry) < Y(r)) — () < Y(ry). Dengan demikian, @(r3) =0 sehingga 13 =0 . Jadi,
diperoleh
lim V;(x,,, Xp41) = 0 dan lim V;(x,_1,x,) = 0.
n—-oo n—-oo
Akibatnya, karena ¥ memenuhi kondisi-A,, maka menurut Teorema 12, untuk u = 4, %, dan %, nilai
limit, limit superior, limitinferior dari barisan {V; (x,,_1, x,)} dan {V; (x,,_1, x,,) } adalah 0. Selanjutnya,
akan dibuktikan {x,} € X barisan V,-Cauchy.
Andaikan {x,} bukan barisan v, -Cauchy, maka terdapat €, > 0 dan subbarisan {xnk} dan {xmk}
sehingga untuk setiap k € N dengan ng, m; = k berlaku ﬁz(xnk,xmk) > €y. Diambil n; merupakan
indeks terkecil dengan n; > m; > i sehingga
ﬁl(xmi,xni) > €.
Akibatnya, diperoleh
ﬁl(xmi,xni_l) < €.
Berdasarkan Aksioma (iii) pada Definisi 1, diperoleh
Q%) 1(gy) < liminf;_ o ﬁ&(xmi_l,xni_l)
Z

Akibatnya, karena Q kontinu dan naik, maka lim sup,,_,c ﬁl(xmi_l'xnz_l) < Q(&g). Di lain pihak,
Berdasarkan Aksioma (iii) pada Definisi 1, diperoleh

€ < ﬁl(xmi,xni) <Q (ﬁ&(xmi, xni_l) + ﬁ&(xni_l,xni))
2 2

Akibatnya, karena £ kontinu dan naik, maka
Q7 1(ep) < lim supy_e0 ﬁ&(xmi,xni_l).

2
Diperhatikan bahwa ¢ (Q(ﬁl(xmi,xni)) <y (M/'l(xmi—l'xni—1)) - (Mﬁ(xmi_l,xni_l)) dengan

Mﬂ(xmi—ﬂxni—l) = max{ﬁl(xmi—l'xni—l)’ﬁfl(xmi—ﬂxmi)’ﬁﬂ(xni—1’xni)’ﬁl(xni—ﬂxmi)}'
Selanjutnya, diperhatikan bahwa ﬁl(xni_l,xmi) < €9 < Q(eg) maka

lim sup,,_ 0 ﬁl(xni_l,xmi) < Q(€p)
sehingga
lim sup,_, 0 M/l(xmi_l'xni—1) < Q(ep).
Di lain pihak, karena €y < 9 (Xm,, xn,) < Q <1?,1(xmi,xni_1) + ﬁa(xni_l,xni)) maka
2 2
Q™ (&o) < lim infyyco D2 (Xmy, Xn,_,)-
2
Akibatnya, karena €, < Q(€,) < Q?(€,) dan Q naik, maka
lim inf, 00 Ma (%Xm,_, Xn;_,) = Q72 (€o).
Karena Q naik dan ﬁl(xmi,xni) > €y, maka Q(ey) < Q (ﬁl(xmi,xni)). Selanjutnya, karena  kontinu,
1 dan @ naik dan kontinu, serta
w(Q(EO)) <y (Q (ﬁl(xmi’xni))) <y (Ml(xmz-l'xni—1)) -9 (Ml(xmi-1'xni—1))'

maka
PY(Q(en)) < Y(Q(e)) — (lim infipy oo My (X, s %n; 1))
Dengan demikian, <p(lim inf,,_ Ml(xmi_l'xni-J) = 0 sehingga
lim inf,, o M/'l(xmi-l'xni—1) =0.
Lebih lanjut, karena Q% (&o) = 0, maka lim inf, e My (Xm,_,, %n;_,) = 0 < Q7 (€o). Hal tersebut
kontradiksi dengan lim inf;,_, o, Ml(xmi-l'xniq) > 071(&p). Jadi, pengandaian salah. Dengan kata
lain, {x,,} merupakan barisan 7;-Cauchy di dalam X. Selanjutnya, karena X ruang v;-lengkap, maka
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lim V;(x,,u) = 0.
n—oo
Akibatnya, karena ¥ memenuhi kondisi-A,, maka
lim 9, (f (x,), w) = lim 93 (xp44,u) = 0.
n—oo 7 n—oo

Selanjutnya, akan dibuktikan f(u) = u. Diperhatikan bahwa untuk setiap n € N, berlaku

92(u, (W) < n(%(u,f(xn» + %(f(xnxf(u)))-
Karena () kontinu, maka i i
"(ufW) < Q ( lim 9 (u, f () + lim m(ﬂxn).f(u))) = n( lim ﬁa(f(xn),f(u)))-
Selanjutnya, akan dibuktikan2 Ili_{gloﬁ%(f(xn),f(ui) = 0. Karena f kontinu pzada X dan {x,} V;-

konvergen ke x, maka rlllrg ﬁl(f(xn),f(u)) = 0. Selanjutnya, karena ¥ memenuhi kondisi-A,, maka
I1im 9a(f (xn), f(w)) = 0 sehingga
— 00 E

0 (u f(w) <Q ( lim ﬁé(f(xn).f(u))) =0(0) = 0.
2

Dengan demikian, diperoleh ﬁl(u,f(u)) = 0 atau f(u) = u. Dengan kata lain, u titik tetap f. m
Selain teorema titik tetap di atas, terdapat teorema titik tetap lain yang menggunakan suatu sifat
yang disebut sebagai ruang p-metrik modular yang mempunyai sequential limit comparison property
(s.l.c.p.). Oleh karena itu, akan diberikan definisi ruang p-metrik modular yang mempunyai s.l.c.p..
Definisi 14. Diberikan A > 0. Ruang p-metrik modular berorder parsial (X, <, V) dikatakan mempunyai
s.l.c.p. jika untuk setiap barisan naik {x,} € X yang 7,-konvergen ke x € X berakibat x,, < x, untuk
setiapn € N.
Adapun teorema titik tetap untuk pemetaan (v, ®)q,-kontraksi pada ruang p-metrik modular
yang berorder dan mempunyai s./.c.p adalah sebagai berikut.
Teorema 15. Diberikan 1 > 0, ruang p -metrik modular berorder (X, =<,7V) yang v, -lengkap dan
mempunyai s.l.c.p. dengan ¥ memenuhi kondisi tipe-A,, yaitu terdapat K > 0 sehingga untuk setiap
x,y € X dan A > 0 berlaku

Va(x,y) < K D3(x,y)
2

dengan K < 1serta f: X — X pemetaan (i, ¢) Q,-kontraksi berorder yang naik. Jika terdapat x, €
X sehingga xg < f(xg), maka f mempunyai titik tetap.

Bukti. Analog dengan pembuktian Teorema 13, dapat dibentuk barisan naik (monoton) {x,} di dalam
X yang 7;-konvergen ke suatu u € X. Karena X mempunyai s.l.c.p, maka x,, < u, untuk setiap n € N.
Selanjutnya, akan ditunjukkan f(u) = u.

Karena f: X — X pemetaan (), ¢) Q,-kontraksi berorder, maka untuk setiap n € N berlaku

¥ (0 (92 (onen @) = (2 (3207 o). @) ) < (M3 (1)) = 9 (M Gt )
dengan M, (x,,u) = max{ﬁl(xn, u), vy (xp, xn+1),17,1(u,f(u)),ﬁl(u, xn+1)}. Akibatnya, diperoleh
7111_>rr01O M (x,,u) = ﬁl(u,f(u)) sehingga

lim infp, e, My (1) = D2(w, f (W) dan lim suppo My (1) = 92 (w, f ().
Karena ¥ memenuhi kondisi A, maka
lim 7, (x,, uw) =0, lim v, (x,, X,+1) = 0,dan lim ¥,(u, x,,1) = 0.
n—-oo 2 n—oo 2 n—oo 2

sehingga lim Ma(x,,u) = ﬁa(u,f(u)). Berdasarkan Teorema 4, karena f(u) € X dan {f(x,) =
noe 3 2

Xn+1} Va-konvergen ke u, maka
ot (ﬁl(u,f(u))) < lim inf;,_, 174(f(xn),f(u))
2

dan
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2
Diperhatikan bahwa {f(x;) = x,41} V;-konvergen ke u, maka lim v,(f(x,),u) = 0. Akibatnya,
n—oo
karena ¥ memenuhi kondisi tipe-A,, maka Va(f (x,), u) < KV, (f (x,), u) sehingga
2
lim V3 (f (xp), u) < K lim 9, (f (x,),w) = 0.
n—-oo 7 n—-oo

Dengan kata lain, {f (x,,)} Va-konvergen ke u. Selanjutnya, berdasarkan Teorema 4, diperoleh
2

lim sup,_, e ﬁ&(f(xn), f(u)) <Q (ﬁ&(u, f(u))).
2 %

Karena 1, ¢ naik dan kontinu serta £ kontinu, maka

YO fW) <Y (%(wf(@)) .y (lim SUPpcn (Mﬂ(xn, u))).
4

2
Diperhatikan bahwa ¥ memenuhi kondisi tipe-A, dengan K < 1 dan i naik, maka

1/) (ﬁ&(u! f(u))> < l/)(ﬁ/l(u' f(u)) = ll) (1’),_1(1,1,, f(u))> - Q@ <hm SUPp—eo (M&(xn' u)))
4 4

2

2

diperoleh ﬁ&(u,f(u)) = 0 yang berakibat f(u) = u. Jadi, u titik tetap f. [
2

Dengan demikian, ¢ <1im SUPpoeo @ <Mi1(xn, u))) = 0 sehingga ﬁ&(u,f(u)) = 0. Lebih lanjut,
2

Selanjutnya, akan diberikan beberapa akibat dari Teorema 13 dan Teorema 15 yang dinyatakan
dalam teorema-teorema berikut. Adapun akibat dari Teorema 13 dinyatakan dalam teorema berikut.
Teorema 16. Diberikan 1 > 0, ruang p-metrik modular berorder parsial (X, <,7) yang 7, -lengkap,
f:X — X pemetaan naik berorder, v memenuhi kondisi-A,, dan terdapat k € [0,1) sehingga untuk
setiap x,y € X yang comparable berlaku

0 (92(f GO, F3)) < kmax{#2Ge, ), 92 (% £ (), 923, FO)), 943, FO)), 9 (v, £ ()
serta terdapat x; € X sehingga xy < f(xp). Jika Q(0) dan f kontinu, maka f mempunyai titik tetap.
Bukti. Diambil Y (t) = t dan ¢ (t) = (1 — k)t, untuk setiap t = 0, maka jelas bahwa ¥ dan ¢ naik dan
kontinu serta @(t) =0 < t =0 dan Y(t) =0 & t = 0. Selanjutnya, diperhatikan bahwa untuk
setiap x,y € X berlaku
Q(02(F 00, F) ) < kemax{0, e, 1), 92(x £ @), 023 F3)), 92, £ 3)), 92.(3, F ()}
=k My(x,y) = (M (x,y)) — o(My(x,y)).
Dengan kata lain, f pemetaan (Y, @) Q, -kontraksi berorder yang naik. Karena Q(0) =0 dan f
kontinu, maka menurut Teorema 13, f mempunyai titik tetap. ]
Selanjutnya, akibat dari Teorema 15 dinyatakan sebagai berikut.
Teorema 17. Diberikan A > 0, ruang p-metrik modular berorder parsial (X, <,7V) yang 7, -lengkap,
f:X — X pemetaan naik berorder, ¥ memenuhi kondisi tipe-A,, yaitu terdapat K > 0 sehingga untuk
setiap x,y € X dan A > 0 berlaku
ﬁ% (x,9) < K 7;,(x,y)

dengan K < 1 dan terdapat k € [0,1) sehingga untuk setiap x,y € X yang comparable berlaku
Q (W(f(x),f(y))) < kmax{9;(x, ), 02(x, £ (), 02(3, f)), (v, fF ), Va3, £ (x))}

serta terdapat x, € X sehingga x, < f(x). Jika (X, 5 &) mempunyai s.l.c.p, maka f mempunyai titik

tetap.

Bukti. Diambil ¥ (t) = t dan @(t) = (1 — k)t, untuk setiap t = 0, maka analog dengan pembuktian

dalam Teorema 16, diperoleh f pemetaan (Y, ¢)q,-kontraksi berorder yang naik. Karena (X, <, )

mempunyai s./.c.p, maka menurut Teorema 15, f mempunyai titik tetap. [
Adapun akibat lain dari Teorema 13 dinyatakan dalam teorema berikut.
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Teorema 18. Diberikan A1 > 0, ruang p-metrik modular berorder parsial (X, <,7V) yang 7, -lengkap,
f:X — X pemetaan naik berorder, ¥ memenuhi kondisi-A,, dan terdapat @, 8,y,6 € [0,1) dengan
a+p +y+ 36 €[0,1) sehingga untuk setiap x, y € X yang comparable berlaku

Q (ﬁa(f(x),f(}’))) < a6 y)+ B 0(x fFO)) +y (v, F ) + 8 0y, F(x))
serta terdapat x, € X sehingga xy < f(xp). Jika Q(0) = 0 dan f kontinu, maka f mempunyai titik
tetap.
Bukti. Diambil 1 (t) = t dan @(t) = (1 —(a+B+y+ 6))t, untuk setiap t = 0, maka jelas bahwa i
dan ¢ naik dan kontinu serta ¢(t) =0 & t = 0 dan ¥ (t) = 0 & t = 0. Selanjutnya, diperhatikan
bahwa untuk setiap x, y € X berlaku

Q(0(FC. FO)) < @ 006 y) + B 92(x, F()) + 7 92(3, £ 3)) + 8 9y, ()
S(@+pB+vy+6) M(xy)
= P(Ma(x,y)) — @(Ma(x, ).
Dengan demikian, f pemetaan (¥, ¢)q, -kontraksi berorder yang naik. Karena Q(0) =0 dan f
kontinu, maka menurut Teorema 13, f mempunyai titik tetap. ]
Selanjutnya, akibat lain dari Teorema 15 dinyatakan dalam teorema berikut.
Teorema 19. Diberikan A > 0, ruang p-metrik modular berorder parsial (X, <,7V) yang 7, -lengkap,
f:X = X pemetaan naik berorder, ¥ memenuhi kondisi tipe-A,, yaitu terdapat K > 0 sehingga untuk
setiap x,y € X dan A > 0 berlaku

Va(x,¥) < K D3(x,y)
2
dengan K < 1, dan terdapat a,f3,y,6 € [0,1) dengan a + B+ y + 6 € [0,1) sehingga untuk setiap

X,y € X yang comparable berlaku

Q(3(fG.F())) < a2 (6 y) + B 04 (x, F)) + ¥ 9a(y, FO)) + 8 04y, £ ()

serta terdapat xy € X sehingga xo < f(xp). Jika (X, <,7) memenuhi s.l.c.p, maka f mempunyai titik
tetap.
Bukti. Diambil ¥(t) =t dan @(t) = (1 —(a+B+y+ 6))1:, untuk setiap £ = 0, maka analog
dengan pembuktian dalam Teorema 18, diperoleh f pemetaan (v, (p)nl—kontraksi berorder yang naik.
Karena (X, <, 7) mempunyai s.l.c.p, maka menurut Teorema 15, f mempunyai titik tetap. [ ]

Secara umum terdapat berbagai jenis aplikasi teorema titik tetap. Salah satu aplikasi dari teorema
titik tetap untuk pemetaan (i, ¢)q, -kontraksi pada ruang p -metrik modular yang berorder,
khususnya Teorema 15, adalah menjamin eksistensi solusi dari persamaan integral. Selanjutnya, akan
diberikan teorema yang menjamin eksistensi suatu solusi persamaan integral yang dinyatakan dalam
teorema berikut.
Teorema 20. Diberikan A > 0. Jika X = C(I,R) = himpunan fungsi kontinu bernilai real pada I =
[0,T] dengan T > 0 dan order parsial < pada X dengan definisi

x <y o x(t) <y(t),untuk setiap x,y € Xdant € I.
(maxixo-y©1)
serta fungsi V:(0,00) X X X X = [0, 0] dengan definisi 7;(x,y) =e 2 — 1,untuk setiap
x,y € X dan A > 0, maka (X, <, V) merupakan ruang p-metrik modular yang berorder dengan Q(t) =
et — 1, untuk setiap t > 0, yang V,-lengkap dan mempunyai s./.c.p.. Lebih lanjut, Jika
(i) f:1 X R = Rkontinu,
(ii) p:1 —» R kontinu,
(iii) 6:1 X R - [0, ) kontinu,
(iv) terdapat k € (0,1) sehingga untuk setiap x,y € X berlaku
|1y 66 £ (rx()=1(ry )] ar| (rO-x(®)
1 -1<k [ef — 1]

0<e

danIn(1 +t) — 2kt > 0, untuk setiap t € I,

T
max [ |6(t,r)| dr
(v) % <1,

(vi) terdapat fungsi kontinu a: I — R sehingga
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a(t) <p(t) + foTH(t, 1) f(r, a(r)) dr, untuk setiap t € I,

maka persamaan integral x(t) = p(t) + fOTB(t,r) f(r,x(r)) dr ,t € I mempunyai solusi di dalam
X.
Bukti. Dapat dibuktikan bahwa fungsi ¥ merupakan p-metrik modular dengan Q(t) = et — 1, untuk
setiap t > 0. Cukup jelas bahwa (X, <, V) merupakan ruang p-metrik modular yang beroder dan 7;-
lengkap. Akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa (X, <, 7) mempunyai s.l.c.p.
Diambil sebarang barisan monoton naik (x,) € C(I,R) = X yang v, -konvergen ke x € X, akan
dibuktikan bahwa diperoleh x,, < x, untuk setiap n € N. Karena (x,,) naik, maka untuk setiap t € I
berlaku
x1(8) < x,(8) S x3(t) < o+ S xp(8) < -
Diperhatikan bahwa (x,) 7;-konvergen ke x, maka berakibat untuk n — oo berlaku
|2, (t) — x(t)| = 0, untuk setiap t € I.

Dengan demikian, untuk setiap t € I, barisan (xn(t)) konvergen ke x(t) di dalam R.
Karena untuk setiap t € I, barisan (xn(t)) naik, maka untuk setiap t € I, x(t) batas atas dari
{x, (t) | n € N} sehingga untuk setiap t € I dan n € N berlaku x,,(t) < x(t).Jadi, diperoleh x,, < x,
untuk setiap n € N. Dengan kata lain, benar bahwa (X, <,7) mempunyai s.l.c.p.. Selanjutnya,
didefinsikan pemetaan F: X — X dengan

F(x(©) =p@®) + fOT 6(t, ) f(r,x(r)) dr, untuk setiap x € X.
Diperhatikan bahwa untuk setiap x,y € X denganx < y

ft,x) < f(ty)
dan 6(t,r) > 0, untuk setiap t € I berlaku

T T
F(x(t)) =p(t) + f o(t,r) f(r,x(r)) dr <p(t) + f o(t,r) f(r,y(r)) dr = F(y(t))
0 0

untuk setiap t € I. Dengan demikian, F naik berorder. Selanjutnya, diambil (s) = In(1 + s) dan
@(s) = ks, untuk setiap s > 0, maka untuk setiap x,y € X berlaku

max(y(t)-x(t))
P <Q (17,1 (F(x(t)) — F(y(t))))) <k y(£)=x(t

tel
e 1 — 1] < kv(x,y).
Berdasarkan asumsi (iv), In(1 + t) — 2kt = 0, untuk setiap t € I = [0,T] dengan T > 0, maka untuk
setiap x,y € X berlaku

In(1+4 My(x,t)) — 2k My(x,y) = 0 & In(My(x,y) + 1) — k My (x,y) = k My(x,y).
Akibatnya, untuk setiap x,y € X berlaku

W (ﬂ (h (F(x@®)-F (y(t))))> < k00 y) <p(Ma(x,y) — o(Ma(x, )

dengan

M/l(x' y) = max{ﬁ/'l(x' y)' 19/'l(-xJ F(X)), 17,1(3’; F()’)): 17/1(% F(x))}
Dengan demikian, F pemetaan (v, (p)gl—kontraksi naik berorder dan kontinu. Berdasarkan asumsi (vi)
yang memenuhi a dan definisi F, diperoleh

T
a(t) <p(t) + J;) A, 1) f(r,a(r)) dr = F(x(t))

untuk setiap t € I. Dengan demikian, diperoleh a < F(a). Lebih lanjut, akan dibuktikan ¥ memenuhi

kondisi tipe-A, dengan 0 < K < 1. Diambil K = 1, maka K < 1 dan untuk setiap x,y € X dan 1 > 0

berlaku V1(x,y) < KV;(x,y). Dengan kata lain, ¥ memenuhi kondisi tipe- A, dengan K <1.
2

Akibatnya, berdasarkan Teorema 15, F mempunyai titik tetap di dalam X, yaitu terdapat x € X
sehingga x = F(x). [
Pada bagian ini, telah diberikan definisi pemetaan (i, <p)QA-kontraksi pada ruang p-metrik
modular, teorema-teorema untuk pemetaan tersebut, dan suatu aplikasi dari salah satu teorema
tersebut. Selanjutnya, akan diberikan pembahasan dari hasil penelitian yang telah diberikan.
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PEMBAHASAN

Berdasarkan hasil penelitian tersebut, ditunjukkan bahwa pemetaan (), @) q-kontraksi di dalam ruang p-
metrik dapat diperumum di dalam ruang p -metrik modular, yang selanjutnya disebut sebagai pemetaan
(¥, @) q, -kontraksi. Dalam proses membuktikan teorema titik tetap untuk pemetaan (), ¢) o -kontraksi pada
ruang p-metrik modular, dibutuhkan beberapa definisi maupun sifat yang merupakan perumuman baik dari ruang
b-metrik, ruang p-metrik, ruang metrik modular maupun ruang b-metrik modular. Definisi barisan ¥, -konvergen,
barisan 7, -Cauchy, dan ruang p-metrik modular yang v, -lengkap, untuk suatu A > 0, di dalam ruang p-metrik
modular merupakan perumuman dari definisi barisan konvergen, barisan Cauchy, ruang metrik modular lengkap
di dalam ruang metrik modular yang diberikan oleh Chistyakov (2010). Selanjutnya, sifat barisan yang menyatakan
bahwa jika {x,,}, {y,} S X yang secara berturut-turut v, -konvergen ke x,y € X di dalam ruang p -metrik
modular (X,7) , maka (Q®)7'(V3(x,y)) < liminf, e Va(Xy, ¥n) dan limsupy e V2 (% yn) <

4

4
diberikan oleh Parvaneh, et al. (2019). Selain itu, diberikan definisi suatu p-metrik modular yang memenuhi kondisi-

A, yang merupakan perumuman definisi suatu metrik modular yang memenuhi kondisi-A, di dalam metrik
modular yang diberikan oleh Chistyakov (2015). Selanjutnya, diperikan pula definisi suatu p-metrik modular yang
memenuhi kondisi tipe-A, yang merupakan perumuman definisi suatu metrik modular yang memenuhi kondisi
tipe-A, di dalam metrik modular yang diberikan oleh Chaira et al. (2020). Berdasarkan kedua definisi tersebut,
diperoleh bahwa setiap p-metrik modular yang memenuhi kondisi tipe-A, pasti memenuhi kondisi-A, . Lebih
lanjut, berdasarkan definisi suatu p-metrik modular yang memenuhi kondisi-A, tersebut, dapat dibuktikan bahwa
jika ¥ memenuhi kondisi-A,, maka setiap barisan 7, -konvergen, untuk suatu A > 0 merupakan barisan 7, -
Cauchy dan setiap barisan V;-Cauchy merupakan barisan V2-Cauchy. Berdasarkan beberapa definisi dan sifat di

02 <1?i1(x, y)> merupakan perumuman dari sifat dua barisan konvergen di dalam ruang b-metrik modular yang

2
atas, diperoleh teorema titik tetap untuk pemetaan (¥, @) q, Kontraksi pada ruang p-metrik modular yang
pertama yang menyatakan bahwa untuk suatu 1 > 0, pemetaan (1, <p)ﬂ)1 -kontraksi yang naik dan kontinu
mempunyai titik tetap di dalam ruang p-metrik modular berorder (X, <,7) yang vV, -lengkap jika ¥ memenuhi
kondisi-A,, 2(0) = 0,dan terdapat x, € X dengansifatxy, < f(xg).

Selain, teorema titik tetap tersebut, terdapat teorema titik tetap yang lain yang membutuhkan suatu sifat
ruang p-metrik modular yang mempunyai sequential limit comparison property (s.l.c.p.). Definisi ruang p-metrik
modular berorder yang mempunyai s.l.c.p. merupakan perumuman dari definisi ruang p-metrik berorder yang
mempunyai s.l.c.p. yang diberikan oleh Parvaneh & Ghoncheh (2019). Adapun teorema titik tetap untuk pemetaan
W, @) q, “kontraksi pada ruang p-metrik modular yang kedua yang menyatakan bahwa untuk suatu 4 > 0,
pemetaan (Y, ¢)q, -kontraksi yang naik mempunyai titik tetap di dalam ruang p -metrik modular berorder
(X, <X, V) yang 7, -lengkap dan mempunyai s./.c.p. jika ¥ memenuhi kondisi tipe-A, dengan K < 1 dan terdapat
Xy € X dengansifatxy < f(xo).

Beberapa akibat diperoleh dari teorema titik tetap baik yang pertama maupun kedua. Salah satu akibat dari
teorema titik tetap yang pertama menyatakan bahwa untuk suatu 4 > 0, pemetaan f yang naik mempunyai titik
tetap di dalam ruang p-metrik modular berorder (X, <, V) yang V;-lengkap jika ¥ memenuhi kondisi-A,, Q(0) =
0, terdapat x, € X dengan sifat x, < f(xy), serta terdapat k € [0,1) sehingga untuk setiap x, y € X yang
comparable berlaku

Q(02(FG), F))) < kemax(9a(x, ), 92 (x, £ (D), 9y, F D), 9 (3, F)), 02 (3, £ ()}

Akibat lain dari teorema titik tetap yang pertama menyatakan bahwa untuk suatu 4 > 0, pemetaan f yang
naik mempunyai titik tetap di dalam ruang p -metrik modular berorder (X, <,V) yang v, -lengkap jika v
memenuhi kondisi-A,, Q(0) = 0, terdapat x, € X dengan sifatx, < f(x,), serta terdapata, 8,y,6 € [0,1)
dengan a+pB+y+6€[0,1) sehingga untuk setap x,y €X vyang comparable berlaku

Q(0(fG.F ) < a92Cey) + B 92(x F(X)) +¥ 9a(y, f3)) + 8 04(3, £ (2)). Selanjutnya, serupa

dengan akibat-akibat tersebut, dapat diberikan pula akibat dari teorema titik tetap yang kedua. Akibat pertama dari
teorema titik tetap yang kedua menyatakan bahwa untuk suatu A > 0, pemetaan f yang naik mempunyai titik
tetap di dalam ruang p -metrik modular berorder (X, <, V) yang ¥, -lengkap dan mempunyai s..c.p. jika ¥
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memenuhi kondisi tipe-A, dengan K < 1, terdapat x, € X dengansifatx, < f(x,), serta terdapat k € [0,1)
sehingga untuk setiap x, y € X yang comparable berlaku

 (9a(f @), F(31)) < kmax{#2Ge, ), 92 (% £C0)), 9a(y, FO)), 9a(3 FO)), 9 (v, £ () ).
Adapun akibat lain dari teorema titik tetap yang kedua menyatakan bahwa untuk suatu 4 > 0, pemetaan f yang
naik mempunyai titik tetap di dalam ruang p-metrik modular berorder (X, <, V) yang v, -lengkap dan mempunyai
s.l.c.p. jika ¥ memenuhi kondisi tipe-A, dengan K < 1,terdapatx, € X dengansifatx, < f(x,),sertaterdapat
a,B,v,6 € [0,1)dengana + B + y + § € [0,1) sehingga untuk setiap x, y € X yang comparable berlaku

Q(0(FOFB))) < @ 006 y) + B 9a(x, F()) + ¥ 92(3, f3)) + 6 9 (3, F ().

Salah satu aplikasi dari teorema titik tetap untuk pemetaan (1, (p)gl-kontraksi pada ruang p-
metrik modular adalah untuk menunjukkan eksistensi solusi persamaan integral x(t) = p(t) +
fOTH()L t,7) f()l, r,x(r)) dr ,t € [0,T] dengan T > 0. Teorema yang menunjukkan eksistensi solusi
persamaan integral tersebut menyatakan bahwa untuk suatu A > 0, persamaan integral di atas
mempunyai solusi di dalam ruang p -metrik modular berorder (X,<,7V) yang v, -lengkap dan
mempunyai s.l.c.p. dengan X = C(I,R) = himpunan fungsi kontinu bernilai real pada I =[0,T]
dengan T > 0 dan order parsial < pada X dengan definisix < y & x(t) < y(t), untuk setiap x,y €

(maxixo-y©!)
X dan t € I serta fungsi V: (0,0) X X X X - R* dengan definisi 7;(x,y) =e° 2 —1, untuk
setiap x,y € X dan A > 0 jika fungsi f,p, dan 6 kontinu, terdapat k € (0,1) sehingga untuk setiap
|la 60t [ (rxr)~f (ry()] ] (r©-x(®)
x,y € X berlaku 0 <e 2 —1Sk[ef—1] dan In(1+t)—2kt >0,

T
ngealeo |6(t,r)| dr

untuk setiap t € I, < 1, serta terdapat fungsi kontinu a: I = R sehingga

a(t) < p(t) + foT o(t,r) f(r, a(r)) dr, untuk setiap t € I.

SIMPULAN

Berdasarkan hasil penilitian, diperoleh tiga kesimpulan. Pertama, dapat didefinisikan pemetaan (1, ¢) -
kontraksi di dalam ruang p-metrik modular. Kedua, dapat diberikan dua teorema titik tetap untuk pemetaan
(Y, @) o-kontraksi pada ruang p-metrik modular yang berorder. Terakhir, dapat diberikan salah satu aplikasi dari
teorema titik tetap yang telah diberikan. Mengingat masih banyak jenis perumuman pemetaan kontraksi dan juga
ruang selain ruang p-metrik modular, tidak menutup kemungkinan jenis-jenis perumuman pemetaan kontraksi
tersebut dapat didefinisikan di jenis ruang yang lain serta dapat dikembangkan teorema titik tetapnya untuk
pemetaan tersebut.
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