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Artikel ini membahas pemodelan matematika penyebaran Covid-19 dengan vaksinasi yang 
melibatkan waktu tundaan. Waktu tundaan merepresentasikan waktu individu mengalami 
penurunan kekebalan tubuh sehingga kembali rentan terhadap Covid-19 setelah sembuh. Kita 
tahu bahwa individu yang dinyatakan sembuh dari Covid-19 dapat terinfeksi kembali. Penelitian 
ini menganalisa titik ekuilibirum beserta kestabilannya, menentukan bilangan reproduksi dasar 
untuk melihat penyebaran penyakit, menentukan jenis bifurkasi yang muncul yang diakibatkan 
oleh waktu tundaan, dan melakukan simulasi numerik untuk melihat perilaku penyebaran 
penyakit. Di samping itu juga dilakukan kajian analitik untuk menentukan bilangan reproduksi 
dasar dan analisa perbandingan kestabilan lokal untuk model tanpa waktu tundaan dan dengan 
waktu tundaan. Hasil dari analisis terhadap model didapat dua titik ekuilibrium, yakni satu bebas 
penyakit dan satu endemik. Pada model dengan waktu tundaan diperoleh bahwa waktu 
tundaan tertentu  dapat menyebabkan munculnya solusi periodik artinya akan terjadi fluktuasi 
banyaknya individu yang terinveksi pada periode waktu tertentu. Simulasi numerik dengan 
mengubah ubah parameter waktu tundaan dan tingkat vaksinasi menunjukkan pada kondisi 
endemik model dengan waktu tundaan akan menyebabkan lebih banyak individu yang 
terinveksi dari pada model tanpa waktu tundaan. 

 

This article discusses the mathematical modeling of the spread of Covid-19 with vaccination 
which involves a time delay. The time delay is represented when an individual experiences a 
decreased immune system so that he is declared susceptible to Covid-19 after recovering. 
Because we know that individuals who are declared cured of Covid-19 can be reinfected, this 
study analyzes the equilibrium point of the model and its stability, determines the primary 
reproduction number to see the spread of the disease, determines the type of bifurcation that 
appears due to the time delay, and performs numerical simulations. To see the behavior of the 
spread of the disease. In addition, analytical studies were carried out to determine the primary 
reproduction number and local stability comparison analysis for models without time delay and 
with time delay. The model analysis results obtained two equilibrium points, one free of disease 
and one endemic. In the time-delayed model, the value of the time-delay parameter is obtained, 
which causes the emergence of a periodic solution, meaning that there will be fluctuations in the 
number of individuals infected in a certain period. Numerical simulations by changing the time 
delay parameters and vaccination rates show that in endemic conditions, models with time 
delays will cause more individuals to be infected than models that do not use time delays. 
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PENDAHULUAN  

Pemodelan matematika penyebaran Covid-19 dilakukan mengikuti strategi penanganannnya, model dengan 
mempertimbangkan isolasi dan lock down dikaji oleh (Yang dkk., 2021), model melibatkan pentingnya kesadaran 
mengenai Covid-19 (awareness program) dikaji oleh (Musa dkk., 2021). Beberapa model matematika untuk 
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pemodelan transmisi Covid-19 pada manusia telah dilakukan oleh  (Chen dkk., 2020; Eikenberry dkk., 2020; Gilbert 
dkk, 2020; Iboi dkk., 2020;  Ngonghala dkk., 2020; Tang dkk., 2020; Wu dkk., 2020; Wu dkk., 2020). Pemodelan 
matematika mengenai penyebaran Covid-19  di Indonesia berbasis model SEIR (suceptible, exposure, infectred, 
recovery) telah dilakukan oleh (Suwardi dkk., 2020), model tersebut telah mempertimbangkan faktor vaksinasi dan 
isolasi sebagai parameter.  Kajian Kajian analitik dan numerik menunjukkan bahwa vaksinasi dan isolasi dapat 
memperlambat penyebaran Covid-19. Model matematika yang mempertimbangkan vaksinasi juga dikaji oleh 
(Nuning dkk., 2021) model ini berbasis SIQRD (suceptible, infected, quarantine, recovery, death) serta membedakan 
kelompok umur. Dari penelitian tersebut, strategi periode vaksinasi yang tepat serta memberi proritas sesuai 
kelompok umur akan memberikan dampak yang signifikan pada penekanan penyebaran Covid-19.   Model yang 
membahas mengenai vaksinasi dan transmisi pathogen juga dilakukan oleh Chukwu dan Fatmawati (Chukwu dan 
Fatmawati, 2022). Penelitian berkaitan dengan model SEQIR (suceptible, exposure, quarantine, infected, recovery)  
lain yang mempertimbangkan karantina juga telah diteliti Saptaningtyas dan Prihantini.  Model matematika 
penyebaran Covid di Indonesia dengan strategi lock down  telah dikaji oleh Sugianto dan Abrori (Sugianto dan 
Abrori, 2020). Sedangkan Subian dkk. (2021) menggunakan data yang ada mengembangkan prediksi kasus 
terinfeksi Covid-19 menggunakan generalisasi model liner. Pada penelitian tersebut belum melibatkan adanya 
waktu tundaan. Model  SEIR penyebaran Covid-19 dikembangkan oleh Devipriya dkk. (2021) yang telah 
mempertimbangkan adanya waktu tundaan. Kajian analitik dilakukan dengan kestabilan lokal menggunakan 
kriteria Routh Hourwitzh.   

Adanya masa inkubasi yaitu periode sebelum individu yang terinfeksi menjadi individu terinfeksi dapat 
menjadi salah satu ciri perlunya waktu tundaan. Banyak aplikasi kehidupan yang memerlukan model dengan waktu 
tundaan.  Model matematika dengan dua waktu tundaan diskret juga dapat diaplikasikan ke jaringan komputer 
seperti pada paper Ahmadi dan Widodo (Ahmadi dan Widodo , 2020). Paper tersebut, membahas analisa 
kestabilan lokal pada model propagasi malware pada jaringan komputer dengan dua waktu tundaan diskret, yakni 
dari kelas rentan ke terinfeksi dan recovered ke rentan. Sementara itu, pada paper yang dipublikasikan oleh Yang, 
dkk. (2021), model tundaan diaplikasikan di kasus Covid-19. Pada model yang dibangun, populasi dibagi menjadi 5 
kelas, yakni SEIHR dan mempertimbangkan 3 waktu tundaan. Sedangkan, Devipriya dkk. (2021) meneliti terkait 
pengaruh tundaan pada model SEIR. Berdasarkan penelitian tersebut, model SEIR lebiih efektif untuk memprediksi 
pandemik Covid-19. Tak hanya itu, model tundaan juga digunakan untuk meneliti strategi penundaan pada 
dinamika penularan penyakit HIV/AIDS (Raza dkk., 2020). 

Pada bab ini, akan dibahas mengenai model matematika penyebaran Covid-19 dengan mempertimbangkan 
vaksinasi dan waktu tundaan yang berbasis pada model SEIR. Kajian dinamik dilakukan dengan analisa kestabilan 
lokal pada sistem dengan maupun tanpa waktu tundaan.  Selain itu, juga dikaji mengenai bilangan reproduksi dasar 
dan kajian mengenai waktu tundaan yang dapat menyebabkan munculnya bifurkasi baik secara analitik maupun 
numerik. Simulasi numerik diberikan untuk menunjukkan kestabilan titik ekuilibrium bebas Covid-19 maupun 
endemik. Untuk mengetahui efek adanya waktu tundaan dan vaksinasi juga diberikan melalui kajian solusi 
numerik. 

METODE PENELITIAN 

Penelitian ini merupakan penelitian terapan dengan memformulasikan model matematika berbasis SEIR 
(susceptible, exposure, infected, recovery) dengan melibatkan waktu tunda. Adapun langkah penelitian sebagai 
berikut: memodelkan kasus penyebaran Covid-19 dengan  mempertimbangkan vakisnasi serta melibatkan waktu 
tunda, menentukan semua titik ekuilibrium. menentukan bilangan reproduksi dasar, membandingkan kestabilan 
titik ekuilibrium pada model tanpa waktu tundaan dan dengan waktu tundaan, menentukan parameter dengan 
estimasi polynomial menggunakan  data dari tanggal 30 April 2021 sampai dengan 14 juli 2021, dan melakukan 
simulasi numerik dan interpretasi. 

 

HASIL PENELITIAN 

Pada bagian ini dibahas mengenai pembentukan model penyebaran Covid-19 dengan melibatkan vaksinasi 
dan adanya waktu tundaan diskret.  Kajian perilaku dinamik meliputi penentuan titik ekuilibrium, bilangan 
reproduksi dasar, analisa kestabilan lokal dengan dan tanpa waktu tundaan dan bifurkasi secara numerik. 
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Model Matematika Penyebaran Covid-19 Melibatkan Vaksinasi dan Waktu Tundaan 

Dalam  model matematika ini, populasi dibagi menjadi 4 kelas, yakni kelas yang rentan COVID 19 dinotasikan 
dengan 𝑆(𝑡),  kelas terpapar dinotasikan dengan 𝑃(𝑡),  kelas terinfeksi dinotasikan dengan 𝐹(𝑡), dan kelas 
sembuh dinotasikan dengan 𝑅(𝑡).  Asumsi – asumsi pada model ini adalah:. 

1. Populasi bersifat terbuka dan homogen, 

2. Hanya ada satu penyakit saja yang berada dalam populasi, 

3. Hanya ada satu waktu tundaan yaitu waktu yang diperlukan individu dari kelas yang sembuh ke kelas yang 

rentan, 

4. Individu yang sembuh dari COVID 19 akan kembali lagi ke kelas rentan karena kekebalan tubuhnya 

mengalami penurunan, 

5. Vaksinasi yang dimaksudkan dalam model adalah individu yang sudah mendapatkan vaksinasi tahap 2, 

6. Individu yang telah divaksin kekebalannya menurun dan akan menjadi rentan. 

Parameter yang digunakan untuk menyusun model terdapat dalam Tabel 1.   

Tabel 1. Parameter  

Notasi Keterangan  

𝜇 Tingkat kelahiran alami 
𝛼 Tingkat interaksi antara individu yang rentan dengan 

terpapar atau terinfeksi 
𝜌 Tingkat vaksinasi Covid-19 tahap 2 
𝛽 Tingkat perubahan individu dari kelas exposed ke kelas 

terinfeksi 
𝜀 Tingkat kematian alami 
𝜑 Tingkat kematian yang disebabkan Covid-19 
𝛾 Tingkat kesembuhan 
𝜃 Tingkat perubahan dari individu yang sembuh dari Covid-

19 ke kelas yang rentan 

 

Gambar 1 menjelaskan mengenai diagram transfer model matematika penyebaran Covid-19 dengan 
vaksinasi dan adanya waktu tundaan. 

 

Gambar 1. Diagram alir model Covid-19 

Vaksinasi dilakukan pada individu yang rentan, apabila telah mendapatkan vaksinasi sebanyak 2 kali maka 
akan berpindah menjadi individu yang sembuh. Individu yang sembuh merupakan individu yang telah  
mendapatkan vaksin atau individu yang telah sembuh dari terinveksi Covid-19. Setelah sembuh maupun 
mendapat vaksin akan mempunyai kekebalan sementara, setelah itu akan dapat kembali rentan. Seiring 
dengan menurunnya daya tahan tubuh terhadap infeksi Covid-19. Individu yang telah sembuh tidak langsung 
masuk ke kelas yang rentan, memerlukan waktu dalam hal ini merupakan waktu tundaan yang dinotasikan 
dengan 𝜏.  
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Sebelum terinfeksi, individu masuk ke dalam kelas terpapar, hal ini mengingat melibatkan vaksinasi yang tidak 
boleh dilakukan pada individu terpapar.  Kematian alami terjadi pada kelas rentan, terpapar, dan sembuh 
dengan tingkat yang sama. Kematian karena Covid-19 hanya pada individu yang telah dinyatakan terinfeksi.  
Model matematika yang terbentuk dari empat kelas dengan melibatkan vaksinasi dan waktu tundaan  
adalah: 
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 (1) 

  dengan 𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐹(𝑡), 𝑄(𝑡) ≥ 0 dan nilai awal  

{
𝑆(𝑡0) = 𝑆0, 𝐸(𝑡0) = 𝐸0, 𝐹(𝑡0) = 𝐹0, 𝑄(𝑡0) = 𝑄0.

𝑡0 ∈ [−𝜏, 0]                                                                 
 

Untuk (𝑆0, 𝐸0, 𝐹0, 𝑄0) ∈ 𝒞([−𝜏, 0], ℛ+
4). Dalam hal ini 𝒞 merupakan ruang Banach dari fungsi kontinu 

yang dipetakan dari interval  [−𝜏, 0] ke ℛ+
4 .   Sistem (1) merupakan model matematika penyebaran Covid-

19 dengan mempertimbangkan tingkat vaksinasi dan waktu tundaan diskret. 
Untuk penyederhanaan diubah dalam model nondimensi. Misalkan 𝑁(𝑡) merupakan total populasi, maka 

d𝑁(𝑡)

d𝑡
= (𝜇 − 𝜀)𝑁(𝑡) − 𝜑𝐹(𝑡) ≤ (𝜇 − 𝜀)𝑁(𝑡) 

  Selanjutnya, Sistem (1) akan dinondimensionalkan dengan transformasi 
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 dengan 𝑠(𝑡) + 𝑝(𝑡) + 𝑓(𝑡) + 𝑞(𝑡) = 1. 
 Akibatnya,  Sistem (1) menjadi 
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(2) 

 dengan 0 ≤ 𝑠(𝑡), 𝑝(𝑡), 𝑓(𝑡), 𝑟(𝑡) ≤ 1.  

Sistem (2) inilah yang disebut dengan model non dimensi penyebaran Covid-19 dengan mempertimbangkan 
tingkat vaksinasi dan waktu tundaan diskret. 
Selanjutnya akan dianalisa perilaku dinamik Sistem (2) sebagai berikut. 

Titik Ekuilibirum dan Bilangan Reproduksi Dasar 

Kajian perilaku dinamik yang paling sederhana dapat diketahui pada keadaan ekuilibrium. Titik ekuilibirum 
merupakan suatu titik yang nilainya tidak akan berubah seiring dengan berjalannya waktu (gradiennya 
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konstan). Keadaan bebas Covid-19 dinyatakan ketika tidak ada infeksi.  Titik ekuilibirum bebas Covid-19 pada 

Sistem (2), diperoleh ketika nilai dari 𝑝̅ = 𝑓̅ = 0, sehingga Sistem (2) menjadi 

{
𝜇 − (𝜇 + 𝜌) 𝑠̅ + 𝜃𝑟̅ = 0
𝜌𝑠̅ − (𝜇 + 𝜃)𝑟̅ = 0

 

Apabila sistem tersebut diselesaikan, maka diperoleh 

𝑠̅ =
𝜃 + 𝜇

𝜇 + 𝜌 + 𝜃
   dan   𝑟̅ =

𝜌

𝜇 + 𝜌 + 𝜃
 

Sehingga, diperoleh titik ekuilibrium bebas Covid-19 yaitu: 

𝐸1 = (𝑠̅, 𝑝̅, 𝑓,̅ 𝑟̅) = (
𝜃 + 𝜇

𝜇 + 𝜌 + 𝜃
, 0,0,

𝜌

𝜇 + 𝜌 + 𝜃
) 

Artinya dalam waktu yang sangat lama, proporsi individu yang rentan, sembuh akan tetap ada dalam populasi. 
Sedangkan individu yang terpapar dan terinfeksi akan hilang dari populasi.  
Keadaan endemik apabila individu terinfeksi tidak nol. Berdasarkan Sistem (2) diperoleh titik ekuilibrium 
endemik yaitu:  

{
 
 

 
 𝜇 −

(𝜇 + 𝜌)𝑠̅ − 𝛼𝑠̅(𝑝̅ + 𝑓)̅ + 𝜃𝑟̅ = 0

𝛼𝑠̅(𝑝̅ + 𝑓)̅ − (𝛽 + 𝜇)𝑝̅ = 0

𝛽𝑝̅ − (𝜑 + 𝛾 + 𝜇)𝑓̅ = 0

𝜌𝑠̅ + 𝛾𝑓̅ − (𝜇 + 𝜃)𝑟̅ = 0

 

 

 

(3) 

Dari persamaan ketiga dari Sistem (3) diperoleh   

𝑝̅ = 𝑎1𝑓 ̅

dengan  

𝑎1 =
𝜑 + 𝛾 + 𝜇

𝛽
 

Apabila nilai  𝑝̅ = 𝑎1𝑓 ̅disubtitusikan ke persamaan kedua dari Sistem (3), maka didapatkan 

𝑠̅ =
𝑎1(𝛽 + 𝜇)

𝛼(𝑎1 + 1)
. 

Jika 𝑠̅ =
𝑎1(𝛽+𝜇)

𝛼(𝑎1+1)
 disubstitusikan ke persamaan keempat dari Sistem (3), maka diperoleh 

𝑟̅ =
𝜌𝑎1(𝛽 + 𝜇) + 𝛼𝛾𝑓(̅𝑎1 + 1)

𝛼(𝑎1 + 1)(𝜇 + 𝜃)
. 

Apabila nilai dari 𝑠̅, 𝑝̅, 𝑟̅ yang telah didapatkan di atas disubtitusikan ke persamaan pertama dari Sistem (3), 

maka didapatkan  

𝑓̅ =
𝑎2 − 𝑎3
𝑎4

, 

dengan  

𝑎1 =
𝜑 + 𝛾 + 𝜇

𝛽
, 𝑎2 = 𝜇𝛼(𝑎1 + 1)(𝜇 + 𝜃), 

 𝑎3 = 𝑎1(𝜇 + 𝜌)(𝛽 + 𝜇)(𝜇 + 𝜃) + 𝜃𝜌𝑎1(𝛽 + 𝜇), 

𝑎4 = 𝛼(𝑎1 + 1)(𝑎1(𝛽 + 𝜇)(𝜇 + 𝜃) − 𝜃𝛾). 

Diperoleh titik ekuilibrium endemik Covid-19 sebagai berikut: 

𝐸2 = (𝑠̅, 𝑝̅, 𝑓,̅ 𝑟̅) = (𝑠∗, 𝑝∗, 𝑓∗, 𝑟∗) 
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dengan  

𝑠∗ =
𝑎1(𝛽 + 𝜇)

𝛼(𝑎1 + 1)
, 𝑝∗ = 𝑎1𝑓

∗, 

𝑟∗ =
𝜌𝑎1(𝛽 + 𝜇) + 𝛼𝛾𝑓(𝑎1 + 1)

𝛼(𝑎1 + 1)(𝜇 + 𝜃)
, 𝑓∗ =

𝑎2 − 𝑎3
𝑎4

, 

𝑎1 =
𝜑 + 𝛾 + 𝜇

𝛽
, 𝑎2 = 𝜇𝛼(𝑎1 + 1)(𝜇 + 𝜃), 

 𝑎3 = 𝑎1(𝜇 + 𝜌)(𝛽 + 𝜇)(𝜇 + 𝜃) + 𝜃𝜌𝑎1(𝛽 + 𝜇), 

𝑎4 = 𝛼(𝑎1 + 1)(𝑎1(𝛽 + 𝜇)(𝜇 + 𝜃) − 𝜃𝛾). 

Artinya virus COVID 19 akan tetap ada dalam populasi  dan akan menjadi endemik dalam waktu yang lama. 
Yang menjadi pertanyaan berikutnya adalah bagaimana cara menganalisa suatu virus masih tergolong 
endemik atau tidak. Dalam menjawab pertanyaan tersebut dapat menggunakan bilangan reproduksi dasar. 
Berdasarkan Gambar 1 dan Sistem (2),  kelas yang terinfeksi dipengaruhi oleh kelas yang terpapar dan 
terinfeksi itu sendiri, sehingga dapat dituliskan 

{

d𝑝(𝑡)

d𝑡
= 𝛼𝑠(𝑡)(𝑝(𝑡) + 𝑓(𝑡)) − (𝛽 + 𝜇)𝑝(𝑡)

d𝑓(𝑡)

d𝑡
= 𝛽𝑝(𝑡) − (𝜑 + 𝛾 + 𝜇)𝑓(𝑡)                 

 

 

(4) 

Dalam hal ini, faktor-faktor penambahan kelas terinfeksi dinotasikan dengan ℱ, sedangkan faktor-faktor yang 

menyebabkan kelas terinfeksi berkurang dinotasikan dengan 𝕧.  Sehingga Sistem (4) dapat dituliskan menjadi 

d𝒙

d𝑡
= ℱ − 𝕧 

dengan  

                                                                           ℱ = (
𝛼𝑠(𝑡)(𝑝(𝑡) + 𝑓(𝑡))

0
) 

𝕧 = (
(𝛽 + 𝜇)𝑝(𝑡)

(𝜑 + 𝛾 + 𝜇)𝑓(𝑡) − 𝛽𝑝(𝑡)
) 

Apabila dianalisa lebih lanjut, maka didapatkan 

𝐾 = 𝐹𝑉−1 

 

= (
𝛼𝑠̅ 𝛼𝑠̅
0 0

)

(

 
 

1

𝛽 + 𝜇
0

𝛽

(𝛽 + 𝜇)(𝜑 + 𝛾 + 𝜇)

1

𝜑 + 𝛾 + 𝜇
)

 
 

 

 
= (

𝛼𝑠̅(𝛽 + 𝜑 + 𝜇 + 𝛾)

(𝛽 + 𝜇)(𝜑 + 𝛾 + 𝜇)

𝛼𝑠̅

𝜑 + 𝛾 + 𝜇
0 0

) 

Dalam hal ini, bilangan reproduksi dasar (ℛ0) diperoleh dari nilai eigen terbesar dari persamaan tersebut, 

yakni 

ℛ0 =
𝛼𝑠̅(𝛽 + 𝜑 + 𝜇 + 𝛾)

(𝛽 + 𝜇)(𝜑 + 𝛾 + 𝜇)
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Ketika nilai dari ℛ0 < 1, maka titik ekuilibirum bebas penyakit akan stabil, sehingga virus Covid-19 akan hilang 
dari populasi. Akan tetapi, jika ℛ0 > 1, maka untuk titik ekuilibrium endemik akan stabil menuju nilai tertentu  
(akan tetap) ada. Lebih lanjut, virus Covid-19 endemik dalam suatu populasi saat waktu yang sangat lama.  
 

Transformasi Model dan Linerisasi 

Pada bagian ini, dilakukan transformasi model sebagai berikut: 

𝑢(𝑡) = 𝑠(𝑡) − 𝑠̅,   𝑣(𝑡) = 𝑝(𝑡) − 𝑝̅,   

𝑤(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓,̅    𝑥(𝑡) = 𝑟(𝑡) − 𝑟̅ 

Kemudian dilakukan linierisasi menggunakan deret Taylor di sekitar titik ekuilibrium. Akibatnya, Sistem (2) 

menjadi 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1 2 2

3 4 2

5

d ( )

d

d ( )
 

d

d ( )
( )

d

d ( )
( )

d

u t
b u t b v t b w t x t

t

v t
b u t b v t b w t

t

w t
v t b w t

t

x t
u t w t x t x t

t

 



    

= − − − + −

= + +

= −







=








+ − − −
 

 

 

     

(5) 

dengan 

𝑏1 = 𝜇 + 𝜌 + 𝛼 (𝑒̅ + 𝑓)̅, 𝑏2 = 𝛼𝑠̅ , 𝑏3 = 𝛼 (𝑒̅ + 𝑓)̅,  

𝑏4 = 𝛼𝑠̅ − 𝛽 − 𝜇,   𝑏5 = 𝜑 + 𝛾 + 𝜇. 

Apabila diubah dalam bentuk matriks, maka 

[
d𝑢(𝑡)

d𝑡
,
d𝑣(𝑡)

d𝑡
,
d𝑤(𝑡)

d𝑡
,
d𝑥(𝑡)

d𝑡
]

𝑇

= 𝐴[𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡), 𝑤(𝑡), 𝑥(𝑡)]𝑇 + 𝐵[𝑢(𝑡 − 𝜏), 𝑣(𝑡 − 𝜏),𝑤(𝑡 − 𝜏), 𝑥(𝑡 − 𝜏)]𝑇 

dengan  

𝐴 = [

−𝑏1 −𝑏2 −𝑏2 0

𝑏 𝑏4 𝑏2 0
0
𝜌

𝛽
0

−𝑏5 0
𝛾 −𝜇

] ,   𝐵 = [

0 0 0 𝜃
0 0 0  0
0
0

0
0

0   0
  0 −𝜃

] 

Persamaan karakteristik dari sistem linear tersebut adalah 

𝜆4 + 𝑏11𝜆
3 + 𝑏12𝜆

2 + 𝑏13𝜆 + 𝑏14 + (𝜃𝜆
3 + 𝑏15𝜆

2 + 𝑏16𝜆 + 𝑏17)𝑒
−𝜆𝜏 = 0 (6) 

dengan  

( ) ( )6 4 5 7 4 5 2 3

8 5 4 1 9 4 5 2 1 5 1 4 2 3

10 1 4 5 1 2 2 3 5 2 3

11 8 12 9 8 13 10 9 14 10 15 8

16 9 6 17 7 10

, 

, 

, , ,  ,

,

b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b b b b b

b b b b

b b b b b b b b b b b

b b b b b

b

b

b

   



 

     

 

= − = + −

= − + = − − + − +

= − − + +

= + = + = + = = −

= − = +  
Setelah diperleh persamaan karakteristik akan dikaji kestabilan lokal pada kasus dengan dan tanpa waktu 

tundaan. 

Analisa Kestabilan Lokal 

Pada subbab ini, analisa kestabilan lokal akan dibagi menjadi dua bagian, yakni kestabilan untuk 
kasus tanpa waktu tundaan dan dengan waktu tundaan.  
 
 



PYTHAGORAS: Jurnal Matematika dan Pendidikan Matematika, 17 (1), 2022 - 315 

Fitriana Yuli Saptaningtyas, Ahmadi 

 

Copyright © 2022, Pythagoras, Print ISSN: 1978-4538, Online ISSN: 2527-421X 

1. Kestabilan Lokal Tanpa Waktu Tundaan 

Ketika 𝜏 = 0, akibatnya Persamaan (6) menjadi 

𝜆4 + 𝑏1𝜆
3 + 𝑏2𝜆

2 + 𝑏3𝜆 + 𝑏4 = 0 

dengan  

𝑐1 = 𝑏11 + 𝜃, 𝑐2 = 𝑏12 + 𝑏15,  

𝑐3 = 𝑏13 + 𝑏16, 𝑐4 = 𝑏14 + 𝑏17 

dengan menggunakan kriteria Routh - Hurwitz, kestabilan di sekitar titik ekuilibirum  untuk Sistem (2) akan 

stabil asimtotik lokal, ketika 

𝑐1 > 0,   𝑐5 =
𝑐1𝑐2 − 𝑐3

𝑐1
> 0,   𝑐6 = 𝑐3 > 0. 

2. Kestabilan Lokal dengan Tundaan 

Ambil subtitusi 𝜆 = 𝑖𝜔,𝜔 ∈ ℛ+ dengan 𝑖 merupakan bilangan imajiner dan nilai 𝜔 bergantung dengan 

𝜏. Apabila disubtitusikan ke Persamaan (6), maka didapatkan 

𝜔4 − 𝑏11𝜔
3𝑖 + 𝑏13𝜔𝑖 + 𝑏14 − 𝑏12𝜔

2

+ (−𝜃𝜔3𝑖 + 𝑏16𝜔𝑖 + 𝑏17 − 𝑏15𝜔
2)(cos(𝜔𝜏) − 𝑖 sin(𝜔𝜏)) = 0 

 

(7) 

Dengan memisahkan bagian real dan imajiner, kemudian kedua ruas dikuadratkan, lalu dijumlahkan, 

maka didapatkan  

𝜔8 + 𝑔1𝜔
6 + 𝑔2𝜔

4 + 𝑔3𝜔
2 + 𝑔4 = 0 (8) 

dengan  

𝑔1 = 𝑏11
2 − 2𝑏12 − 𝜃

2,  

 𝑔2 = 𝑏12 + 2𝑏14 − 2𝑏11𝑏13 + 2𝜃𝑏16 − 𝑏15
2  

𝑔3 = 𝑏13
2 − 2𝑏12𝑏14 − 𝑏16

2 + 2𝑏15𝑏17,   𝑔4 = 𝑏14
2 − 𝑏17

2  

  Selanjutnya, dari hasil  memisahkan bagian real dan imajiner, didapatkan 

cos(𝜔𝜏) =
ℎ1ℎ3 − ℎ2ℎ4

ℎ1
2 + ℎ2

2  

  dengan  

ℎ1 = 𝜃𝜔3 − 𝑎16𝜔, ℎ2 = 𝑎15𝜔
2 − 𝑎17, 

ℎ3 = 𝑎13𝜔 − 𝑎11𝜔
3,   ℎ4 = 𝜔

4 − 𝑎12𝜔
2 + 𝑎14 

   Sehingga 

𝜏𝑗 =
1

𝜔
arccos (

ℎ1ℎ3 − ℎ2ℎ4

ℎ1
2 + ℎ2

2 ) +
2𝑗𝜋

𝜔
, 𝑗 = 0,1,2,… 

         Akibatnya, nilai tundaan kritisnya adalah 

𝜏 = min{𝜏𝑗}. 

Teorema Kar : 

Jika kondisi pada Persamaan (6) terpenuhi dan Persamaan (8) minimal mempunyai satu akar real positif 

𝜔0 sehingga didapatkan nilai 𝜏𝑗 , maka titik ekuilibirum (𝑠̅, 𝑝̅, 𝑓,̅ 𝑟̅) akan stabil asimtotik lokal untuk 𝜏 <

𝜏0 dan untuk 𝜏 > 𝜏0 tidak stabil. 

Dengan kata lain, akibat dari Teorema Kar tersebut, untuk titik ekuilibrum  (𝑠̅, 𝑝̅, 𝑓,̅ 𝑟̅) di titik  𝜏 = 𝜏0 akan 

terjadi bifurkasi. 
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SIMULASI NUMERIK 

Simulasi numerik menggunakan  data pada tanggal 30 April 2021 sampai dengan 14  Juli 2021 dengan nilai  
parameter pada Tabel 2 sebagai berikut. 

Tabel 2. Nilai parameter  

Notasi Bebas Covid-19 Endemik Covid-19 

(Data real) 

𝜇 0,2 

𝛼 0,6 0,9 

𝜌 0,14 

𝛽 0,8 0,9 

𝜀 0,3 

𝜑 0,02 

𝛾 0,89 0,01 

𝜃 0,2 

Simulasi numerik dilakukan pada kasus bebas Covid-19 dan terjadinya penyebaran Covid-19.  

Simulasi Numerik Bebas Covid-19 

Berdasarkan Tabel 2, sehingga didapatkan nilai  

ℛ0 = 0,76 < 1 

 dan nilai dari 

𝑐1 = 2,06 > 0, 𝑐5 = 1,296 > 0, 𝑐3 = 𝑐6 = 0,467 > 0  

Hal ini sejalan dengan syarat kestabilan yang sudah disebutkan pada subab sebelumnya. Apabila nilai-nilai 

tersebut dilakukan simulasi secara numerik, maka diperoleh plot sebagai berikut.  

 

Gambar 2. Simulasi numerik titik ekuilibirum bebas Covid-19 pada  proporsi kelas 
terinfeksi terhadap waktu tundaan. 
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Berdasarkan Gambar 2 pada awal waktu, banyaknya individu yang terinfeksi Covid-19 mengalami 
kenaikan cukup tajam, kemudian semakin lama mengalami penurunan dan akan konvergen menuju ke 
nol. Dalam hal ini, waktu tundaan tidak berpengaruh signifikan terhadap individu yang terinfeksi. 

Simulasi Numerik Endemik Covid-19 

Ketika nilai-nilai pada Tabel 2 disubtitusikan ke syarat kestabilan yang sudah disebutkan di subbab 
sebelumnya, sehingga didapatkan 

𝑐1 = 2,38 > 0, 𝑐5 = 1,50 > 0, 𝑐3 = 𝑐6 = 0,608 > 0  

Sedangkan nilai dari ℛ0 = 2,97 > 1, hal ini berarti bahwa untuk kasus ini terjadi endemik Covid-19. 

Berikut ini simulasi yang dilakukan. 

 

Gambar 3. Simulasi numerik titik ekuilibirum endemik Covid-19 pada  proporsi 
kelas terinfeksi terhadap waktu tundaan. 

Gambar 3 merupakan kurva penyelesaian dari titik ekuilibirum endemik COVID 19 dengan tiga waktu 
tundaan, yakni 𝜏 = 0, 𝜏 = 10,088 dan 𝜏 = 14. Hal ini berarti bahwa  individu yang berpindah dari kelas 
recovered ke kelas rentan memerlukan waktu 𝜏 = 10,088 atau 𝜏 = 14 hari. Berdasarkan kurva 
penyelesaian tersebut, terlihat bahwa semakin waktu tundaanya bertambah, banyaknya individu yang 
terinfeksi semakin tinggi dan semakin cepat. Akan tetapi, seiring dengan berjalannya waktu, untuk model 
tanpa atau dengan waktu tundaan, proporsi individu yang terinfeksi akan menuju ke 0,49. 

Simulasi Numerik Kelas Terinfeksi Terjadinya Bifurkasi Karena Perubahan Waktu Tundaan  

Pada bagian ini akan dikaji parameter waktu tundaan sehingga munculnya solusi periodik dengan 
parameter sesuai data namun yang divariasikan adalah waktu tundaannya. Analisa bifurkasi dilakukan 
secara numerik dengan melibatkan nilai parameter  

𝜇 = 0,2, 𝛼 = 0,8, 𝜀 = 0,3, 𝜌 = 0,14, 𝛽 = 0,2, 𝜑 = 0,02, 

𝛾 = 0,89, 𝜃 = 0,4 

sehingga didapatkan nilai ℛ0 = 1,74. Hal ini berarti bahwa bifurkasi terjadi di sekitar titik ekuilibirum 

endemik Covid-19. Lebih lanjut, didapatkan nilai nilai sebagai berikut 

𝑔1 = 1,71, 𝑔2 = −0,68, 𝑔3 = −0,18, 𝑔4 = −0,0013. 

 

Dengan kata lain, minimal terdapat satu akar imajiner murni yang merupakan akar Persamaan (7). Setelah 

disubstitusikan data pada bagian subbab ini, diperoleh nilai 

𝜔 = 0,085   dan 𝜏 = 10,088             
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Berikut ini simulasinya 

 

Gambar 4. Simulasi numerik untuk solusi periodik pada titik ekuilibirum endemik 
Covid-19. 

Berdasarkan Gambar 4 terlihat bahwa proporsi kelas terinfeksi pada saat waktu tundaan 10,088 
mengalami solusi periodik. Hal ini berarti, proporsi individu yang terinfeksi akan terus naik turun seiring 
dengan berjalannya waktu dan akan tetap mewabah dan nilainya tidak akan pernah menuju ke suatu nilai 
tertentu. Namun, hal yang berbeda ditunjukkan untuk kurva penyelesaian tanpa waktu tundaan, proporsi 
individu yang terinfeksi di awal waktu terus mengalami kenaikan, kemudian konvergen menuju suatu nilai 
tertentu, yakni 0,49. Artinya ada 49 dari 100 individu yang terinfeksi dan nilainya akan terus konstan di 
nilai tersebut. 

Simulasi Numerik Perubahan Tingkat Vaksinasi Terhadap Kelas Terinfeksi 

 

Gambar 5. Pengaruh tingkat vaksinasi (𝜌) terhadap proporsi kelas terinfeksi. 

Pada Gambar 5 menunjukkan bahwa ada 4 jenis perlakuan vaksin, yakni ketika tingkat vaksinasi 
mencapai 0,14, 0,24, 0,59 dan 0,85. Ketika tingkat vaksinansi mencapai 0,14, proporsi individu yang 
terjangkit Covid-19 mengalami kenaikan, kemudian turun, naik kembali, begitu seterusnya saat waktu 
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yang sangat panjang. Akan tetapi, perilaku yang berbeda ditunjukkan ketika tingkat vaksinasi dinaikkan 
menjadi 0,24. Sedangkan untuk tingkat vaksinasi mencapai 0,59, proporsi individu yang terinfeksi di awal 
waktu mengalami kenaikan, kemudian turun dan seiring dengan berjalannya waktu konstan menuju 
suatu nilai tertentu (tapi bukan nol). Hal ini berarti pengaruh vaksinasi dalam model sangat signifikan 
terhadap perilaku model dan dapat menurunkan proporsi individu yang terinfeksi. Akan tetapi, perilaku 
berbeda terlihat ketika tingkat vaksinasi 0,85, proporsi individu yang terinfeksi akan mengalami kenaikan 
di awal waktu dan lama kelamaan akan turun, kemudian konvergen ke nol. Artinya berdasarkan model 
yang dibangun dan disimulasikan dengan data di Indonesia, pandemi akan berakhir ketika tingkat 
vaksinasi mencapai 85%. 

SIMPULAN 

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan di atas, dapat disimpulkan bahwa : 
1. Waktu tundaan pada model yang telah dibangun dapat menyebabkan osilasi ketika nilai 𝜏 = 10,088. Hal ini 

berakibat pada perubahan kestabilan di sekitar titik ekuilibrium. Lebih lanjut, ketika nilai 𝜏 > 10,088 dapat 

menyebabkan penambahan proporsi individu yang terinfeksi Covid-19 semakin tak terkendali. 

2. Adanya tingkat vaksinasi (𝜌) sebesar 0,14 dan waktu tundaan sebesar 10,088 dapat menyebabkan proporsi 

individu yang terinfeksi Covid-19 mengalami osilasi. Hal ini berarti bahwa, banyaknya penderita Covid-19 akan 

selalu ada dan di interval waktu tertentu akan mengalami kenaikan, lalu menurun, sehingga akan berosilasi. 

Akan tetapi, ketika tingkat vaksinasi diperbesar, proporsi individu yang terinfeksi Covid-19 akan mengalami 

penurunan. 

Kajian terkait waktu tundaan dapat diaplikasikan pada model Covid-19. Pada kajian ini vaksiansi dilakukan pada 
vaksin yang kedua. Penelitian selanjutnya dapat mengembangkan untuk adanya vaksin boster dan berapa kali 
vaksin booster sebaiknya dilakukan.  
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