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Abstrak 

 
Masalah pemrograman kerucut order dua (Second Order Cone Programming/SOCP) dengan norma ∞ 
merupakan suatu masalah yang merupakan bentuk khusus dari masalah pemrograman kerucut order dua 
dengan norma 2. Pada makalah ini dikembangkan pengertian kerucut order dua (Second Order 
Cone/SOC) dengan  norma ∞ dan sifat sifat kendala pemrograman kerucut order dua dengan Norma ∞ 
berdasarkan pada pengertian kerucut order dua dengan norma 2 dan pemrograman kerucut order dua 
dengan norma 2. Paper ini ditulis dengan menguraikan pengertian kerucut order dua dengan norma 2 dan 
pemrograman kerucut order dua dengan norma 2, dilanjutkan dengan mengembangkan pengertian kerucut 
order dua dengan norma ∞ dan pemrograman kerucut order dua dengan norma ∞ besera sifat-sifat yang 
dihasilkannya. 

Kata kunci: Second Order Cone (SOC), Second Order Cone Programming 
 
PENDAHULUAN 

 Kerucut order dua (SOC) dalam Ben 

Tal and Nemirovski (2001) didefinisikan 

sebagai 

௠ܮ = ቊܠ = ,ଵݔ) … , (௠ݔ ∈ ℝ௠ቤݔ௠ ≥ ටݔଵଶ +⋯+ ௠ିଵݔ
ଶ ቋ ,݉ ≥ 2, 

dan pemrograman kerucut order dua (SOCP) 

adalah masalah konik: 

 meminimumkan 

࢞࡭|்࢞ࢉ} − ࢈ ≥௄ ૙},  

dengan kerucut ܭ merupakan hasil kali 

langsung (direct product) dari beberapa 

kerucut order dua: 

ܭ = ௠భܮ × ௠మܮ × … × ௠ೖܮ  

dan ≥௄ menyatakan urutan konik, yaitu 

ࢇ ≥௄ ࢈ ⟺ −ࢇ ࢈ ≥௄ ૙ ⟺ ࢇ − ࢈ ∈  .ܭ

Pada masalah pemrograman kerucut 

order dua, suatu fungsi linear 

diminimumkan atas irisan himpunan afine 

dan hasil kali langsung beberapa kerucut 

order dua. SOCP merupakan masalah 

konveks nonlinear dengan pemrograman 

linear dan pemrograman kuadratik 

(konveks) sebagai kasus khusus (Andersen 

et. Al., 2002, Cao et.al., 2010, Lobo et. Al., 

1998). Dalam beberapa tahun terakhir, 

masalah SOCP mendapat perhatian para 

peneliti karena jangkauan aplikasinya yang 

luas (Alizadeh and Goldfarb, 2003, 

Andersen et. Al., 2002). Masalah optimisasi 

kerucut order dua secara teori dapat 

diselesaikan secara efisien menggunakan 

metode titik interior.  

Dalam perkembangan penelitian 

dibidang optimisasi terdapat pergeseran-

pergeseran struktur. Kwak (2008) 

mengajukan metode principal component 

analysis (PCA) berdasarkan teknik 

optimisasi yang dikerjakan dengan norma 

ଵܮ . Metode tersebut merupakan 
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pengembangan dari PCA berdasarkan norma 

 ଶ. Metode PCA tersebut lebih sederhanaܮ

dan mudah diimplementasikan. Sehingga 

dirasakan perkembangan penelitian 

optimisasi akhir-akhir ini mempunyai 

kecenderungan menggantikan norma ܮଶ 

dengan norma ܮଵ  (Schmidt, 2005). 

Sementara itu Kahl and Hartley 

(2008) menyajikan kerangka kerja baru 

untuk menyelesaikan struktur geometri dan 

masalah gerakan berdasar pada norma ܮ∞ 

daripada menggunakan fungsi cost norma 

  ଶ. Kerangka kerja ini menghasilkanܮ

komputasi estimasi global yang efisien, 

dalam arti solusinya invarian terhadap 

transformasi proyektif pada sistem koordinat 

dunia dan similaritas transformasi dalam 

bidang gambar, karena metrik jarak gambar 

dari kesalahan proyeksi ulangnya juga 

invarian terhadap transformasi yang 

dimaksud. Dengan kata lain tidak 

memerlukan normalisasi koordinat gambar. 

Selain itu berbagai masalah struktur dan 

gerakan, seperti triangulasi, pembagian 

ulang kamera dan estimasi homografi dapat 

dinyatakan ulang sebagai masalah optimisasi 

quasi konveks yang dapat diselesaikan 

menggunakan pemrograman kerucut order 

dua (SOCP).  

Becker et.al. (2011) membangun 

suatu kerangka kerja untuk menyelesaikan 

berbagai masalah kerucut konveks dengan 

pendekatan sebagai berikut: pertama, 

menentukan formulasi konik dari masalah; 

kedua, menentukan dualnya; ketiga, aplikasi 

penghalusan; keempat, menyelesaikan 

menggunakan suatu metode optimal order 

satu. Kegunaan pendekatan ini adalah 

fleksibilitasnya. Suatu estimator yang 

dipandang efektif secara teori dan praktek 

adalah pemilih Dantzig (Candes and Tao, 

2005), yang ide sederhananya adalah 

mendapatkan estimasi konsisten dari data 

observasi dan meminimumkan norma ݈ଵ. 

Pemilih Dantzig merupakan solusi masalah 

pemrograman konveks sebagai berikut 

meminimumkan ‖࢞‖ଵ, dengan 

kendala ‖࢟)∗࡭ − ஶ‖(࢞࡭ ≤  ,ߜ

dengan ߜ skalar dan diasumsikan 

kolom matriks ܣ dinormalisasikan.     

Berdasarkan referensi yang 

diuraikan tersebut dan terutama berdasarkan 

paper Lobo, et. al. (1998) yang menguraikan 

masalah pemrograman kerucut order dua 

maka pada paper ini akan dibahas masalah 

SOCP dengan mengubah fungsi kendala 

menjadi fungsi norma ∞ dengan domain ℝା
࢔ . 

 

PEMBAHASAN 

1. Kerucut Order Dua 

Sebelum membicarakan pemrograman 

kerucut order dua (SOCP), akan dibicarakan 

terlebih dahulu mengenai kerucut order dua 

(SOC) sebagai berikut.  

Ben Tal dan Nemirovski mengatakan suatu 

kerucut ܭ = ൛ࢇ ∈ ℝ௠หࢇ ≻ ૙ൟ, dengan 

ࢇ ≻ ⟺࢈ ࢇ − ࢈ ≻ ૙ dan ≻ suatu urutan 

parsial, adalah suatu kerucut konveks 

pointed yang memenuhi syarat-syarat 

berikut: 
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 tak kosong dan tertutup terhadap ܭ .1

penjumlahan, ࢇ,ࢇᇱ ∈ ܭ ⟹ ࢇ + ′ࢇ ∈

 ܭ

ࢇ ,himpunan konik ܭ .2 ∈ ,ܭ ߣ ≥ 0 ⟹

ࢇߣ ∈  ܭ

ࢇ  ,pointed ܭ .3 ∈ ࢇ− dan ܭ ∈ ܭ ⟹

ࢇ = ૙.  

Dengan urutan parsial pada himpunan ܭ di 

ℝ௠ terdapat tiga macam kerucut berikut: 

1. Ortan nonnegatif, 

ℝା
௠ =

࢞} = ,ଵݔ) … , ௜ݔ|்(௠ݔ ≥ 0, ݅ = 1, … ,݉} 

2. Kerucut order dua

  

௠ܥ = ቊ࢞ = ,ଵݔ) … , ,௠ିଵݔ ்(௠ݔ ∈ ℝ௠ቤݔ௠ ≥ ට∑ ௜ଶ௠ିଵݔ
௜ୀଵ ቋ. 

3. Kerucut semidefinit positif, ܵା௠, 

kerucut dalam ruang ܵ௠ yaitu ruang 

matriks berukuran ݉ × ݉ dan 

memuat semua matriks semidefinit 

positif ࡭ berukuran ݉ × ݉. 

 

2. Pemrograman Kerucut Order Dua   

Diberikan definisi pemrograman konik 

berikut dari Ben Tal dan Nemirovski. 

Misalkan ܭ suatu kerucut di ℝ௠ (konveks, 

pointed, tertutup, dan dengan interior tak 

kosong). Diberikan ࢌ ∈ ℝ௡, matriks kendala 

݉ berukuran ࡭ × ݊, dan vektor ruas kanan 

࢈ ∈ ℝ௠, masalah optimisasi berikut disebut 

dengan pemrograman konik, 

                meminimumkan ்࢞ࢌ, dengan 

kendala ࢞࡭ − ࢈ ≥௄ ૙ 

dengan ≥௄ urutan parsial pada himpunan 

kerucut ܭ. Jika ܭ adalah hasil kali langsung 

beberapa SOC, maka masalah pemrograman 

konik tersebut disebut dengan masalah 

SOCP. Secara umum SOCP dimodelkan 

sebagai berikut (Lobo et al),  

                meminimumkan ்࢞ࢌ,  

               dengan kendala ‖࡭௜࢞ + ௜‖ଶ࢈ ≤

+࢞௜்ࢉ ݀௜ (݅ = 1, … ,ܰ)                                                

(1)             

dengan ࢞ ∈ ℝ௡  variabel keputusan, dan 

parameter ࢌ ∈ ℝ௡,࡭௜ ∈ ℝ(௡೔ିଵ)×௡,࢈௜ ∈

ℝ௡೔ିଵ, ௜ࢉ ∈ ℝ௡ dan ݀௜ ∈ ℝ. Kendala 

࢞௜࡭‖ + ‖௜࢈ ≤ ࢞௜்ࢉ +  ௜ disebut kendalaࢊ

SOC berdimensi ݊௜. Berdasarkan definisi, 

SOC standar berdimensi ݉ didefinisikan 

sebagai,  

 

௠ܥ = ,࢛)} ࢛|(ݐ ∈ ℝ௠ିଵ, ݐ ∈ ℝ, ଶ‖࢛‖ ≤  .{ݐ

 

Untuk ݉ = ଵܥ  ,1 = ݐ|ݐ} ∈ ℝ, 0 ≤  dan 	,{ݐ

secara geometris dapat digambarkan seperti 

Gambar 1 berikut. 

 

 

Gambar 1. SOC ܥଵ 

t . 
0 

 ଵܥ
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Untuk ݉ = 2, 

ଶܥ         = ,ݑ)} ݑ|(ݐ ∈ ℝ, ݐ ∈ ℝ, ଶ‖ݑ‖ ≤  {ݐ

             = ,ݑ)} ݑ|(ݐ ∈ ℝ, ݐ ∈ ℝ, |ݑ| ≤ {ݐ =

,ݑ)} ݑ|(ݐ ∈ ℝ, ݐ ∈ ℝ,−ݐ ≤ ݑ ≤   ,{ݐ

dan secara geometris digambarkan seperti 

Gambar 2 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2. SOC ܥଶ 

 

Untuk ݉ = 3,   

ଷܥ =

,ݕ,ݔ)} (ݕ,ݔ)|(ݐ ∈ ℝଶ, ݐ ∈ ℝ, ଶ‖(ݕ,ݔ)‖ ≤  {ݐ

                              

=

ቄ(ݕ,ݔ, ,ݔ)ቚ(ݐ (ݕ ∈ ℝଶ, ݐ ∈ ℝ,ඥݔଶ + ଶݕ ≤ ቅݐ

, dan 

secara geometris digambarkan seperti 

Gambar 3 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3. SOC ܥଷ 

 

Lemma 1. (Ben Tal dan Nemirovski, 2001) 

Himpunan titik-titik yang memenuhi kendala 

kerucut order dua adalah image invers dari 

kerucut order dua satuan terhadap 

pemetaan afine:  

+࢞௜࡭‖ ௜‖ଶ࢈ ≤ ࢞௜்ࢉ + ௜ࢊ ⟺ ൤
௜࡭
௜்ࢉ
൨ +࢞ ൤࢈௜݀௜

൨ ∈  ଷܥ

dan konveks, i=1,2,...,N. 

Bukti: Tanpa mengurangi keumuman, 

diasumsikan ܰ = 1,݊௜ = 2 = ݊, ௜࢈	 =

,࢈ 	݀௜ = ݀ ∈ ℝ, maka parameter masalah 

SOCP berdimensi 2 adalah 

࡭                  = ቂ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶቃ ࢈, = ቂ ଵ݃

݃ଶቃ , ࢉ = ൤ℎଵℎଶ
൨ ்࢞, = ,ଵݔ)  .்(ଶݔ

 ଶܥ

ݐ = ݐ ݑ =  ݑ−

 ݑ

 ݐ

 ଷܥ

 ݔ

 ݕ

 ݖ
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Kendala masalah SOCP berdimensi 2:  ‖࢞࡭ + ଶ‖࢈ ≤ ்࢞ࢉ + ݀  

          ⟺ቛቂ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶቃ ቂ

ଵݔ
ଶቃݔ + ቂ ଵ݃

݃ଶቃቛଶ
≤ [ℎଵ ℎଶ]் ቂ

ଵݔ
ଶቃݔ + ݀  

          ⟺ቛቂܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ଵ݃
ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ݃ଶ

ቃቛ
ଶ
≤ ℎଵݔଵ + ℎଶݔଶ + ݀  

          ⟺ඥ(ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ଵ݃)ଶ + (ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ݃ଶ)ଶ ≤ ℎଵݔଵ + ℎଶݔଶ + ݀  

          ⟺ ൥
ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ଵ݃
ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ݃ଶ
ℎଵݔଵ + ℎଶݔଶ + ݀

൩ ∈  ଷܥ

          ⟺ ቂ்ࢉ࡭ቃ ࢞ + ቂ࢈
݀
ቃ ∈  ଷ. ܥ

3. Kerucut Order Dua (SOC) pada 

SOCP dengan Norma ∞ 

Diberikan masalah SOCP (1). Apabila 

norma pada fungsi kendala masalah SOCP 

(1) diubah menjadi fungsi kendala bernorma 

∞, maka diperoleh masalah SOCP:   

                 meminimumkan ்࢞ࢌ, 

                dengan kendala ‖࡭௜࢞ + ௜‖ஶ࢈ ≤

+࢞௜்ࢉ ݀௜ (݅ = 1, … ,ܰ)                                                

(2) 

dengan ࢞ ∈ ℝ௡  adalah variabel keputusan, 

dan parameter ࢌ ∈ ℝ௡,࡭௜ ∈ ℝ(௡೔ିଵ)×௡,࢈௜ ∈

ℝ௡೔ିଵ, ௜ࢉ ∈ ℝ௡ dan ݀௜ ∈ ℝ. Sebelum 

membahas masalah SOCP (2), perlu 

didefinisikan pengertian SOC norma ∞ 

sebagai berikut: 

∗௠ܥ = ,࢛)} ࢛|(ݐ ∈ ℝ௠ିଵ, ݐ ∈ ℝ, ஶ‖࢛‖ ≤   .{ݐ

 

Namun dengan pengubahan tersebut 

terdapat perbedaan antara SOC standar 

(norma 2) dengan SOC norma ∞ sebagai 

berikut:  

Untuk ݉ = ∗ଵܥ  ,1 = ݐ|ݐ} ∈ ℝ, ‖0‖ஶ ≤ {ݐ =

ݐ|ݐ} ∈ ℝ, 0 ≤ {ݐ =  .ଵܥ

Untuk ݉ = 2,  

∗ଶܥ = ,ݑ)} ݑ|(ݐ ∈ ℝ, ݐ ∈ ℝ, ஶ‖ݑ‖ ≤  {ݐ

                               

= ,ݑ)} ݑ|(ݐ ∈ ℝ, ݐ ∈ ℝ, |ݑ| ≤ {ݐ =  .ଶܥ

Untuk ݉ = 3,   

∗ଷܥ =

,ݕ,ݔ)} (ݕ,ݔ)|(ݐ ∈ ℝଶ, ݐ ∈ ℝ, ஶ‖(ݕ,ݔ)‖ ≤  {ݐ

                               

=

,ݕ,ݔ)} (ݕ,ݔ)|(ݐ ∈ ℝଶ, ݐ ∈ ℝ, |ݔ| + |ݕ| ≤ {ݐ ≠

  .ଷܥ

 

Contoh 1. Merupakan suatu counter 

example yang menunjukkan adanya 

perbedaan antara SOC norma 2 dengan SOC 

norma ∞ mulai ݉ = 3 sebagai berikut. 

Ambil ݔ = భ
మ,ݕ = య

ర, ݐ = 1, ,ݕ,ݔ ݐ ∈ ℝ. Akan 

ditunjukkan ܥଷ∗ ≠  .ଷܥ

Untuk (ݕ,ݔ, (ݐ ∈  ଷ, berlakuܥ

                ඥݔଶ + ଶݕ ≤ ݐ ⟺ ට൫భమ൯
ଶ

+ ൫యర൯
ଶ

= ට൫భర൯+ ൫ వ
భల൯ = ටభయ

భల < 1.                                           

(3) 

Sementara itu untuk (ݕ,ݔ, (ݐ ∈ +ଷ∗ berlaku หభమหܥ หయరห = ఱ
ర > 1.                                                          
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(4) 

Dari (3) dan (4) terbukti ܥଷ∗ ≠   ଷ. ܥ

Berikut ini adalah hasil yang diperoleh yang 

dinyatakan dalam Lemma 2 dan Lemma 3. 

Lemma 2. Jika ܥଵ ଶܥ,  ଷ adalah SOCܥ,

norma ‖. ‖ଶ  dan ܥଵ∗,ܥଶ∗,ܥଷ∗ adalah SOC 

norma ‖. ‖ஶ, maka berlaku ܥଵ∗ = ଵܥ ∗ଶܥ, =

∗ଷܥ ଶ, tetapiܥ ≠ ଷܥ .  

Bukti: Jelas ܥଵ∗ = ∗ଶܥ ଵ danܥ =  ,ଶܥ

sedangkan untuk ܥଷ∗ menurut definisinya 

     

∗ଷܥ =

,ݕ,ݔ)} (ݕ,ݔ)|(ݐ ∈ ℝଶ, ݐ ∈ ℝ, ஶ‖(ݕ,ݔ)‖ ≤   {ݐ

          

=

,ݕ,ݔ)} (ݕ,ݔ)|(ݐ ∈ ℝଶ, ݐ ∈ ℝ, |ݔ| + |ݕ| ≤ {ݐ ≠

  .ଷܥ

Terbukti ܥଵ∗ = ଵܥ ∗ଶܥ, = ∗ଷܥ ଶ, tetapiܥ ≠  .ଷܥ
  
 

Secara geometris perbedaan antara ܥଷ∗	 dan 

   :ଷ terlihat seperti Gambat 4 berikutܥ

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4. SOC ܥଷ∗ 

 

Lemma 3. Diberikan ݕ,ݔ, ݐ ∈ ℝ berlaku 

ඥݔଶ + ଶݕ ≤ ݐ ⇎ |ݔ| + |ݕ| ≤   .ݐ

Bukti: (dengan counter example) pada 

Contoh 1.  

 

Berikut ini akan ditunjukkan hasil yang 

diperoleh berupa hubungan kendala SOCP 

standar dengan kendala SOCP norma ∞ dan 

hubungannya dengan pemetaan afine. 

Lemma 4. Untuk kendala SOCP (1) dan 

kendala SOCP (2) terhadap pemetaan afine 

berlaku hubungan sebagai berikut:  

(i) ‖࡭௜࢞ + ௜‖ஶ࢈ ≤ ࢞௜்ࢉ + ݀௜ ⟺

൤
௜࡭
௜்ࢉ
൨ ࢞ + ൤࢈௜݀௜

൨ ∈   ∗ଷܥ

(ii) ‖࡭௜࢞ + ௜‖ଶ࢈ ≤ +࢞௜்ࢉ ݀௜ ⇎

൤
௜࡭
௜்ࢉ
൨ ࢞ + ൤࢈௜݀௜

൨ ∈   .∗ଷܥ

Bukti: Tanpa mengurangi keumuman 

diasumsikan ܰ = 1,݊௜ = 2 = ௜࢈,݊ =

௜݀,࢈ = ݀ ∈ ℝ, maka parameter masalah 

SOCP berdimensi 2 adalah  

࡭ = ቂ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶቃ ࢈, = ቂ ଵ݃

݃ଶቃ , ࢉ = ൤ℎଵℎଶ
൨ ்࢞, =

,ଵݔ) ்(ଶݔ . 

(i) Diperoleh  

࢞࡭‖ + ஶ‖࢈ ≤ ்࢞ࢉ + ݀  

⟺ |ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ଵ݃| + |ܽଶଵݔଵ +

ܽଶଶݔଶ + ݃ଶ| ≤ ℎଵݔଵ + ℎଶݔଶ + ݀  

 ∗ଷܥ

 ݔ

 ݕ

 ݖ
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⟺ ൥
ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ଵ݃
ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ݃ଶ
ℎଵݔଵ + ℎଶݔଶ + ݀

൩ ∈   ∗ଷܥ

⟺ ቂ்ࢉ࡭ቃ ࢞ + ቂ࢈
݀
ቃ ∈   .∗ଷܥ

(ii) Didapatkan  

࢞࡭‖ + ଶ‖࢈ ≤ ்࢞ࢉ + ݀  

⟺

ඥ(ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ଵ݃)ଶ + (ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ݃ଶ)ଶ ≤

ℎଵݔଵ + ℎଶݔଶ + ݀      

        ⟺ ൥
ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ଵ݃
ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ݃ଶ
ℎଵݔଵ + ℎଶݔଶ + ݀

൩ ∈  ଷܥ

        ⟺ ቂ்ࢉ࡭ቃ ࢞ + ቂ࢈
݀
ቃ ∈   .ଷܥ

       Sementara telah diketahui ܥଷ ≠  ,∗ଷܥ

sehingga kendala SOCP (1) tidak ekuivalen 

dengan pemetaan afine di ܥଷ∗. 

 

KESIMPULAN 

a. Kerucut order dua norma ∞ 

mempunyai perbedaan dengan kerucut 

order dua norma 2 mulai pada kerucut 

dimensi 3 sebagai berikut ܥଵ∗ =

ଵܥ ∗ଶܥ, = ∗ଷܥ ଶ, tetapiܥ ≠   .ଷܥ

b. Akibat adanya perbedaan tersebut maka 

kendala SOCP (1) menjadi tidak 

ekuivalen dengan pemetaan afine di ܥଷ∗. 

c. Dengan adanya perbedaan tersebut 

maka pada masalah SOCP (2) 

diperlukan sejumlah teori tambahan 

agar teori-teori pada SOCP (1) berlaku 

pada SOCP (2). 
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