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Accepted: 26-Sep.2021 pada aljabar Lie aff(3). Aljabar Lie tersebut adalah aljabar Lie Frobenius. Oleh karena itu,

terdapat suatu fungsional linear yang mengakibatkan nilai fungsional linear pada matriks

nyk')”o[_ds" strukturnya tidak sama dengan nol. Fungsional linear yang demikian ini disebut fungsional
I'JabarL'Ie,F beni Frobenius. Dalam penelitian ini diberikan juga bagaimana mendapatkan matriks struktur,
aj.a ar Lie Frobenius, menghitung determinannya serta memilih fungsional Frobenius yang tepat. Hasil yang
aljabar Koszul.

diperoleh dalam penelitian ini adalah rumus eksplisit struktur aljabar koszul pada aljabar Lie
affine berdimensi 12 melalui induksi pada bentuk simplektik dari fungsional Frobeniusnya.
Sebagai bahan diskusi untuk penelitian selanjutnya, hasil yang diperoleh dapat dikembangkan
untuk menentukan struktur aljabar koszul pada aljabar Lie affine berdimensin(n + 1).

In this research, we study the affine Lie algebra aff(3) of dimension 12 which is a h is the semi-
direct sum of the vector space of a matrix of 3 X 1 and Lie algebra of a matrix of 3 X 3. The
research aims to prove the existence and structure of koszul algebras on the affine Lie algebra
aff (3). Since its Lie algebra is Frobenius then there exists a linear functional whose values in the
matrix structure are not equal to zero. Such a linear functional is called a Frobenius functional.
Furthermore, in this study, it is also given how to obtain the structure matrix, to calculate its
determinants, and to choose the right Frobenius functional. The results obtained in this study are
explicit formulas for the structure of the koszul algebra on 12-dimensional Lie affine algebra
through induction in the symplectic form of its Frobenius functional. As a discussion material for
further research, the results obtained can be developed to determine the structure of koszul
algebra in affine Lie algebra of dimensionn(n + 1).
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PENDAHULUAN

Aljabar Lie diperkenalkan pada akhir abad ke-19 oleh Sophus Lie yang merupakan matematikawan asal
Norwegia. Secara garis besar, aljabar Lie adalah ruang vektor atas lapangan F yang dilengkapi oleh bracket Lie.
Konstruksi aljabar Lie sendiri bisa diperoleh dari grup Lie G dengan menentukan semua left-invariant vektor field-
nya. Aljabar Lie g sendiri dapat ditinjau dari jenis-jenis kelasnya seperti kita mengenal adanya aljabar Lie nilpoten,
aljabar Lie Frobenius, dan aljabar Lie kontak. Kelas-kelas tersebut tentunya menarik untuk dipelajari baik dari
konteks aljabar Lie-nya sendiri atau bersama-sama dengan grup Lie-nya. Di sisi lain, kita juga dapat mempelajari
keterkaitan antara kelas aljabar Lie satu dengan lainnya. Sebagai contoh, aljabar Lie Frobenius adalah aljabar Lie
yang tidak pernah nilpoten dan bersifat non-unimodular tetapi aljabar Lie Frobenius ini dapat dikonstruksi dari
aljabar Lie Heisenberg yang merupakan kelas aljabar Lie nilpoten (Kurniadi et al., 2021). Penelitian-penelitian
tentang aljabar Lie sudah banyak dilakukan para peneliti misalnya tentang trigonometri, affine, dan verteks aljabar
Lie (Li & Wang, 2020), representasi aljabar Lie khususnya aljabar Lie Heisenberg (Muraleetharan et al., 2017) dan
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teori aljabar Lie semi-sederhana atas algebraically closed field dengan karakteristik 0, dengan penekanan pada
representasinya (Humphreys, 1972).

Lebih khusus lagi, penelitian-penelitian tentang aljabar Lie mengerucut pada kelas-kelas aljabar Lie yang sudah
disebutkan di atas yaitu aljabar Lie nilpoten, aljabar Lie Frobenius, dan aljabar Lie kontak. Para peneliti sudah banyak
mempelajari kelas aljabar Lie nilpoten tersebut misalnya kita menemukan kajian tentang 2-capabilty dan 2-
multiplier pada aljabar Lie nilpoten (Niroomand & Parvizi, 2017), klasifikasi aljabar Lie nilpoten berdimensi 6 (Graaf,
2007), dan orbit coadjoint nilpoten (Xue, 2014). Kelas aljabar Lie nilpoten yang paling banyak diteliti adalah aljabar
Lie Heisenberg berdimensi (2n + 1) (Szechtman, 2014), dimana aljabar Lie Heisenberg ini memberikan
sumbangsih besar dalam mempelajari teori representasi grup Lie (Kirillov, 2004). Di sisi lain, kajian tentang orbit
coadjoint dari suatu grup Lie G memberikan keterkaitan dengan aljabar Lie Frobenius. Dengan kata lain, aljabar Lie
g dari grup Lie G dikatakan Frobenius jika orbit coadjoint-nya buka di ruang dual dari g (Pham, 2016). Pernyataan
terakhir juga ekuivalen dengan stabilizer dari aljabar Lie Frobenius yang bersifat trivial (Ooms, 1980). Lebih jauh, jika
aljabar Lie g Frobenius maka alternating bilinear form-nya non-degenerate (Alvarez et al., 2018). Hal ini menarik,
karena kita bisa menentukan suatu aljabar Lie g apakah bersifat Frobenius atau tidak dengan menyelidiki
determinan matriks representasi dari matriks alternating bilinear form-nya. Dalam hal ini, aljabar Lie g Frobenius
jika determinan matriks alternating bilinear form-nya tidak sama dengan nol.

Salah satu contoh aljabar Lie Frobenius adalah aljabar Lie affine yang dinotasikan oleh aff(n) := R™ x
gl(n, R) di mana R™ adalah ruang vektor real berdimensi n dan gl(n, R) adalah aljabar Lie dari ruang matriks
berukuran n X n. Hasil-hasil tentang aljabar Lie aff(n) dengann = 1, 2 sudah banyak diperoleh. Hasil tersebut
misalnya tentang turunan aljabar Lie affine yang senantiasa inner (Gerstenhaber & Giaquinto, 2009), aljabar Lie
Frobenius berdimensi 6 (Csikos & Verhoczki, 2007), elemen utama aljabar Lie Frobenius (Diatta & Manga, 2014).
Pada penelitian ini, penulis mempelajari aljabar Lie affine aff(3) == M3;(R) % gl3(R) dengan M3 4(R)
isomorfik dengan IR3. Penulis membuktikan bahwa terdapat fungsional linear sehingga aff(3) adalah aljabar Lie
Frobenius. Hal ini sangat penting karena hasil yang kami peroleh dapat memvalidasi hasil yang diperoleh
sebelumnya sehingga dapat diperluas untuk kasus aljabar Lie affine aff(n) secara umum sebagai aljabar Lie
Frobenius. Selain validasi hasil aff(n) dengan n = 1,2, alasan lainnya mengapa dipilih aljabar Lie aff(3) karena
aff(3) bisa melengkapkan contoh aljabar Lie Frobenius gffine berdimensilebih dari 6. Penulis menekankan kembali
bahwa dimensi aljabar Lie affine aff(n) adalahn(n + 1).

Penelitian lainnya untuk kasus aljabar Lie Frobenius adalah aljabar Lie Frobenius real berdimensi 4 yang telah
dipelajari secara intensif oleh Kurniadi dan Ishi (2019) yaitu diperoleh hasil bahwa representasi grup Lie dari aljabar
Lie Frobenius berdimensi 4 mempunyai representasi unitar tak tereduksi yang bersifat square-integrable
representations. Selain itu, dalam disertasi Kurniadi (2019) telah dibuktikan juga bahwa aljabar Lie sim(n) =
R™ % (R, @ so(n)) dari similitude Lie group Sim(n) := R™ x (R, X SO(n)) adalah aljabar Lie Frobenius
untukn < 2 danuntukn > 2 sim(n) bukan aljabar Lie Frobenius.

Disisi lain, beberapa peneliti sudah mengkaiji aljabar koszul pada suatu aljabar Lie (Burde, 2015). Aljabar koszul
ini dinamakan juga dengan aljabar Vinbeg, aljabar simetrik kiri, dan aljabar quasi-associative (Burde, 2015). Struktur
aljabar koszul pada aljabar Lie Frobenius khususnya pada aljabar Lie affine aff(1) berdimensi 2 juga sudah
diperoleh (Diatta & Manga, 2014). Lebih jauh, struktur koszul untuk aff(2) telah diteliti oleh Hendrawan (2020).
Dalam penelitian ini, setelah dibuktikan bahwa aff(3) adalah aljabar Lie Frobenius, dipelajari juga struktur aljabar
koszul untuk aff(3).

METODE

Penelitian ini menggunakan metode studi literatur tentang aljabar Lie Frobenius dan aljabar koszul. Pertama-
tama dibuktikan bahwa aff(3) merupakan aljabar Lie Frobenius dengan mencari Pfaffian dari matriks bracket
aff(3) dan memilih fungsional Frobeniusnya sedemikian sehingga stabilizer dari aff(3) di titik fungsional linear
tersebut sama dengan himpunan nol. Selanjutnya, dicari struktur aljabar koszul pada aff(3) dengan cara
menginduksi bentuk simplektiknya menggunakan persamaan w(u * v,w) = —w (v, [u,w])(u,v,w €
aff(3)) (Diatta et al., 2020). Struktur yang didapat menunjukkan bahwa aff(3) adalah aljabar koszul. Sebelum
masuk dalam hasil dan pembahasan, dalam bagian ini dibahas tentang teori dasar seperti aljabar Lie, aljabar Lie
Frobenius, dan aljabar koszul.
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Definisi 1 (Mclnerney, 2013). Misalkan V' ruang vektor real. Didefinisikan himpunan V* adalah himpunan semua
pemetaan linear dari V ke R. Dengan kata lain,

V*={T:V - R; T pemetaan linear}. (2)
V* dikatakan ruang dual dari V dan anggota dari V* disebut vektor dual atau fungsional linear.

Definisi 2 (Mclnerney, 2013). Misalkan B = {e,, e,, ..., e, } adalah basis untuk ruang vektor real V. Himpunan
B* = {Ey, E;, ..., E, } disebut basis ruang dual V * relatif terhadap basis B, dimana E; : V - R(i = 1,2, ...,n)
adalah pemetaan linear yang didefinisikan sebagai

1, jikai = j
Ei(g)) = {0, jikai#j" @

Konsep pemetaan linear pada suatu ruang vektor dapat diperluas untuk pemetaan bilinear yang didefinisikan
sebagai berikut :

Definisi 3 (Mclnerney, 2013). Misalkan V ruang vektor atas lapangan R. Pemetaan T:V XV — R disebut
pemetaan bilinear jika memenubhi:

1. Tx+yz)=Tk2z)+T(y,z),Vx,y,z€V
2. T(ax,y)=aT(x,y),Vx,y € Vdana € R.

Selanjutnya diperkenalkan notasi linear symplectic form pada suatu ruang vektor sebagai berikut:

Definisi 4 (Mclnerney, 2013). Misalkan V suatu ruang vektor real. Pemetaan w : V X V — R dikatakan linear
symplectic form jika memenubhi:

(1) w adalah pemetaan bilinear pada V;
(2) w adalah skew-symmetric:Vv,w € V,w(w,v) = —w(v,w);
(3) w adalah non-degenerate: Jika v € V memiliki sifat (v,w) = 0 Vw € V, makav = 0.

Ruang vektor IV yang dilengkapi dengan linear symplectic form disebut ruang vektor simplektik dan pemetaan
bilinear w dikatakan alternating bilinear form pada V jika memenubhi (1) dan (2). Lebih jauh, struktur yang sudah
diperoleh pada ruang vektor tersebut dapat kita terapkan pada struktur aljabar lainnya yaitu pada aljabar Lie.
Secara formal dituliskan definisi aljabar Lie sebagai berikut :

Definisi 5 (Humphreys, 1980). Ruang vektor g atas lapangan real yang dilengkapi dengan pemetaan bilinear
[, —1: ax g3 (x,¥)» [x,y] € g, selanjutnya disebut bracket dari x dan vy, dikatakan aljabar Lie atas
lapangan real jika memenuhi aksioma berikut ini:

1 [x,x]=0,VxE€Egq.
2. [x [y, z]] + [y, [z x]] + [z [x,¥]] = 0,Vx,y, z € g (Identitas Jacobi).

Sebagai contoh, dapat dibuktikan bahwa ruang vektor R3 dengan bracket Lie-nya adalah hasil kali silang
adalah aljabar Lie. Selanjutnya, ruang matriks M(n, R) yang memuat semua matriks berukuran n X n adalah
aljabar Lie dengan bracket Lie-nya adalah matriks komutator. Khusus untuk ruang matriks M(n, R), aljabar Lie-
nya dinotasikan oleh gl(n, R).

Misalkan g aljabar Lie dan X € g* fungsional linearnya. Didefinisikan alternating bilinear form pada g
berkorespondensi dengan X sebagai berikut :

Fs:gXxg3(r,s)w Fx(r,s) =(,[r,s]) ER. (3)
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Stabilizer dari g pada titik X diberikan sebagai kernel atau dari inti dari persamaan (3). Dengan kata lain diperoleh

Ker Fs = stabp(g) = {r € g; (X, [r,s]) = 0,Vs € g}. (4)

Berikutnya diperkenalkan notasi aljabar Lie Frobenius. Kelas aljabar Lie Frobenius sangat penting untuk
dipelajari karena kelas tesebut muncul dalam area penting matematika seperti muncul dalam solusi konstan
persamaan Yang-baxter, simple hypersurface singularities, dan bounded homogeneous bounded domains (Ooms,
2009). Dalam teori ring dan modul, syarat perlu dan cukup agar aljabar Lie hingga bersifat Frobenius adalah
universal enveloping algebra-nya bersifat primitif yaitu mempunya modul yang bersifat eksak sederhana.

Definisi 6 (Alvarez et al., 2018). Misalkan g aljabar Lie atas lapangan R. Aljabar Lie g dikatakan aljabar Lie Frobenius
jika terdapat fungsional linear X € g* sedemikian sehingga stabilizer dalam persamaan (4) trivial yaitu stabz (g) =
{0}. Fungsional linear yang demikian disebut dengan fungsional Frobenius.

Misalkan g aljabar Lie yang grup Lie-nya adalah G . Misalkan G beraksi pada g melalui adjoint yang dinotasikan
oleh Ad. Dual dari aksi adjoint ini disebut aksi coadjoint dinotasikan oleh Ad* yaitu aksi dari grup Lie G pada aljabar
Lie g*. Himpunan semua aksi coadjoint pada suatu titik X € g disebut orbit coadjoint dan dinyatakan sebagai
berikut:

Oy = {Ad"(g)Z; g€ G} Sg". (5)

Perhatikan bahwa Oy, isomorfik dengan G /Gs dengan aljabar Lie Gy sama dengan staby(g). Perhatikan
bahwa Oy € g buka jika dan hanya jika stabg(g) = {0} (Csikds & Verhoczki, 2007). Menurut definisi 6,
pernyataan tersebut ekuivalen dengan g aljabar Lie Frobenius. Oleh karena itu, dimensi aljabar Lie Frobenius selalu
genap.

Misalkan S = {x, x5, ..., Xp, Xpn41, ---» X2 } basis untuk aljabar Lie Frobenius g. Matriks yang semua
entrinya terdiri dari bracket [xi,xj] disebut dengan matriks struktur, dinotasikan oleh M, dan bersifat skew-
symmetric. Aljabar Lie g dikatakan Frobenius jika determinan matriks M tidak sama dengan nol. Selanjutnya untuk
suatu £ € g* matriks M dapat dikaitkan dengan X untuk setiap entrinya. Matriks tersebut dinamakan matriks
struktur dual dan dinotasikan oleh [(M, Z)] = [M(Z)].

Berkaitan dengan matriks M yang bersifat skew-symmetric, diperkenalkan notasi Pfaffian sebagai berikut:

Definisi 7 (Austin et al., 2007). Pfaffian dari matriks skew-symmetric A berukuran 2n X 2n didefinisikan sebagai

n
1
Pf(4) = Sl Z sgn(m) l_[arr(zi—l)rr(zi) (6)
i=1

TESyn
dimana S,, merupakan himpunan semua permutasi pada {1,2,...,2n}. Tanda permutasi diberikan oleh

sgn(m) = (1),

Proposisi 8 (Austin et al., 2007). Pf(4)? = det A, dimana A adalah matriks skew-symmetric berukuran 2n X 2n.

Contoh 9 Misalkan g aljabar Lie yang bracketnya diberikan oleh [a, a] = a, diperoleh matriks M = (—Oa g)

Dengan menggunakan definisi 7 dapat dicari Pfaffian dari M sebagai berikut:

2
1 1
PIOD = 5757 ). 591 | | aniran = 5 (s9nmas, + sgn(m(@zn)
{ TES, 11:1 1
= 2 (a2 —az1) = 2 (a - (—a)) = 2 (2a) = a.

Oleh karena itu, dapat definisikan Pfaffian aljabar Lie g sebagai Pf,: = Pf(M) = a.
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Contoh 10 (Pham, 2016). Misalkan g aljabar Lie berdimensi 4 dengan basis {x, x,, x3, x4} dan bracket tak nolnya
diberikan sebagai berikut:

1 1
[x1,x2] = 5 %2 + x3, [x1,%3] = 7%3 [x1,x4] = x4, [x2,%3] = x4. (7)

Kemudian, dapat ditunjukkan bahwa g merupakan aljabar Lie Frobenius dengan mencari determinan dari matriks
bracket. Matriks bracket dapat ditulis sebagai

[x1,21]  [x1,%2] [, %3] [xq,x4]
M = [x2, 1] [x2,x2]  [x2, %3] [x2, x4]
[x3, 1] [x3,x2]  [x3,%3]  [x3,%4]
(x4, 1] [xa,%2]  [xa %3] [x4, %4]

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa determinan matriks M tidak sama dengan nol.

1 1
0 Exz + x3 5x3 X4
1
det(M) — _EXZ — X3 0 Xy 0
1
- = - 0 0
2x3 X4
—Xy 0 0 0
= x44

Jadi, det(M) = x,* # 0.Karenadet(M) # 0 maka g merupakan aljabar Lie Frobenius.

Selanjutnya, akan ditunjukkan kembali bahwa g merupakan aljabar Lie Frobenius dengan menggunakan
pernyataan ekuivalen yang lain pada definisi 7, yaitu dengan mencari Pfaffiannya. Pfaffian dari aljabar Lie Frobenius
g didefinisikan sebagai Pfaffian dari matriks M ([xi,xj]) dan dinotasikan oleh Pf(g). Dapat diperoleh hasil dari
Pf(g) dengan menggunakan proposisi 8 yaitu Pf(g) = x,2. Misalkan S = {x;, x,, x3, X4} merupakan basis bagi
g. Fungsional Frobenius dapat dipilih dari S* := {x], x5, x5, x4} yang berkorespondensi dengan Pf(g) = x,2.
Dalam hal ini, dipilih fungsional Frobenius tersebut yaitu x;. Untuk menunjukkan bahwa x; adalah fungsional
Frobenius untuk g, maka akan dicari determinan M (xi([xi, xj])). Misalkan w(x,y) = x;([x,y]) dimana

X,y € gdanx; € g" yang didefinisikan sebagai

1, jikai=4

x(x) = {0, lainnya’ (8)

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa det (M (xf;([xi, xj]))> 0

1 1
G0 xi(Ge+n) x(zn) e
1
det (v (i ([ 1)) = x4(_5xf_x3) O x5O
xi(-3m) e 6O %0
i (%) GO WO %0
0 0 01
o 0o 10
o -1 0 0
-1 0 0 O

=1
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Jadi, det (M (xf;([xi,xj]))) =1 # 0. Karena det (M (xf;([xi,xj]))) + 0 maka g merupakan aljabar Lie

Frobenius.
Berikutnya diperkenalkan notasi semidirect sum. Notasi tersebut dapat dinyatakan ke dalam definisi berikut:

Definisi 11 (Hilgert & Neeb, 2012). Misalkan g aljabar Lie. Pemetaan linear 6: ¢ — g disebut derivasi jika
6([x,y]) = [6(x),y] + [x,6(y)],Vx,y € g. (9)
Himpunan dari semua derivasi dilambangkan dengan der (g).

Definisi 12 (Hilgert dan Neeb, 2012). Misalkan g aljabar Lie dan X € g. Maka identitas Jacobi sebagai pemetaaan
yang diberikan oleh

ad(x):g—=g, yr[xyl (10)
adalah derivasi.
Derivasi dalam bentuk ini disebut inner derivations. Pemetaan ad: g — gl(g) disebut representasi adjoint.
Definisi 13 (Hilgert & Neeb, 2012). Misalkann danly aljabar Lie dan
a:h - der(n) (11)
homomorfisma. Maka direct sumn @ b dari ruang vektor n dan Yy adalah aljabar Lie terhadap bracket
[Cey), (" yD] = (@a)x" — alyDx + [x,x'] [y, y'D (12)

untuk x,x' € n,y,y" € b. Aljabar Lie ini disebut semidirect sum terhadap « dari n danb, dilambangkan dengan
n X, b.Jikaa = 0, makan X, 9 disebut direct sum darin dan'), dan dilambangkan dengann @ b.

Contoh 14 (Diatta dan Manga, 2014). Aljabar Lie affine berdimensi 2, dinotasikan oleh aff(1) adalah semidirect

sum antara R dengan R, yaitu aff(1) := R x R,..Elemen dari aff(1) dapat dinyatakan dalam bentuk sebagai
berikut:

N =(y o) xryeR (13)

Dengan bracket [A, B] = AB — BA. Misalkan basis standar dari aff(1) yaitu

A= D=0 )

atau dapat ditulis sebagai A = (x,y) = (0,1) dan B = (x’,¥') = (1,0). Misal @ adalah konjugasi yang
diberikan oleh

a(y)x' =yx'y tdana(y)x =y'x(y") 7" (15)
Selanjutnya dengan menggunakan persamaan (12) pada definisi 13 dapat ditentukan bracket sebagai berikut:

[A! B] = (a(}’)x’ - a(}")x + [xrx,]) [y! }”]) = (1 -0+ 010) = (1!0) = B. (16)
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Notasi terakhir yang dibahas di sini adalah aljabar koszul yang dinyatakan sebagai berikut:

Definisi 15 (Diatta dan Manga, 2014). Aljabar Lie g dikatakan aljabar koszul jika bilinear product yang didefinisikan
oleh: g x g3 (a,b) » a=*b € g memenuhi kondisi berikut ini:

L (xxy)sxz—xx(yrz2)=Q*x)*xz—yx*(x*2),Vx,y,z€q.
2. [x,y]l=x*xy—y=*x.

HASIL PENELITIAN

Aljabar Lie affine aff(3) adalah aljabar Lie berdimensi 12 dengan barcket Lie-nya adalah matriks komutator.
Bentuknya dapat dinyatakan sebagai semidirect sum antara ruang vektor matriks 3 x 1 M3 ; (R) dengan aljabar
Lie matriks 3 X 3 gl3(R). Dengan kata lain, bentuk semidirect sum-nya dapat dinyatakan dalam formula
aff(3) = M3 (R) = gl3(R). Perhatikan bahwa aljabar Lie g3 (R) beraksi pada ruang matriks M3 ; (R) dengan
aksi A.x = Ax, A € gl3(R),x € M3;(R) dimana Ax adalah perkalian matriks biasa. Selanjutnya elemen-
elemen aljabar Lie affine aff(3) ini dapat dalam bentuk matriks sebagai berikut:

A
(o o

),A € gl3(R), v € M3, (R) (17)
atau dapat ditulis sebagai berikut:

,a,b, .., i,x,y,z€R. (18)

Misalkan S = {xq, x5, X3, X4, Xg, X7, Xg, X9, X10, X11, X12} basis untuk aff(3). Dengan menggunakan basis
standar untuk M3 ; (R) dan gI3(R) maka elemen-elemenx;, 1 < i < 12 pada basis S dapat dinyatakan secara
eksplisist sebagai berikut:

100 0 010 0 0010
(0000} (o000} _f0000
™Mo o 0o 0o/ o 0o o0 o) 0o 0 0 0/
000 0 000 O 000 O
00 0 0 00 0 0 00 0 0
1 0 0 0 o 1 0 0 o 0o 1 0
x‘*‘oooo”‘S_0000"‘6_0000)'
00 0 0 00 0 0 00 0 0
00 0 0 00 0 0 000 O
(o 0o 0 0 (o 0o 0 0 (o 0o 0 0
x7‘1000”‘8_0100”‘9_0010)'
00 0 0 00 0 0 000 O
00 0 1 00 0 0 00 0 0
w0000} _foo0oo0 1) _[0o000
=10 o0 o)™ {0 0 0 0) 72" lo 0 0 1]/
000 0 00 0 0 00 0 0

(19)

Bracket pada aljabar Lie aff(3) dapat dihitung menggunakan komutator matriks yaitu [x, y] = xy — yx,
untuk setiap x, y € aff(3) sehingga diperoleh:

[xllxl] = 0' [x11x2] = X, [x1!x3] = X3, [x1'x4-] = =Xy,
[x1,x5] = 0, [x1,%6] = 0, [x1, X7] = —x7, [x1, 5] = 0,
[x1,%9] =0, [x1, X10] = x10, [x1,%11] = 0, [x1,%12] = 0,

[x2, %1] = —x2, [x2,x2] =0, [x2,x3] =0, [x2, 4] = %1 — xs,
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I
=
®

I
=
®

[x2, X6] = x3,
[x2, X10] = 0,
[x3,%2] =0,
[X3,X6] = 0'
[x3,%10] = 0,
[x4, X2] = X5 — X1,
[x4,%6] = 0,

[x4, X10] = X114,
[Xs,Xz] = =Xy,
[x51x6] = X6,
[xs, X10] = 0,
[x6, X2] = —x3,
[x6,%6] = 0,

[x6, X10] = O,
[x7, %] = xg,
[x7, 6] = —x4,
[x7, X10] = X12,
[xg, x2] =0,

[xg, X6] = X9 — x5,
[xg, X10] = 0,
[x9: xZ] = 0'

[x9, X6] = —x,
[x9, X10] = 0,
[xIO'xZ] - O!
[%10,x6] = 0,
[X10, X10] = 0,
[x11, %2] = —x10,
[x11,x6] = 0,
[X11, X10] = 0,
[x12,%2] = 0,
[X12,x6] = =11,
[%12,X10] = 0,

X2, X7] = —Xg,
X2, X11] = X10,
X3, %3] =0,

X3, X7] = X1 — Xo,
X3,%11] = 0,

X4, X3] = X,
X4,X7] =0,
X4,%11] = 0,
Xg,x3] =0,

Xg, X7] =0,

Xs, X11] = X11,
Xe, X3] =0,

X6, X7] = X4,
X6, X11] = 0,

X7, X3] = X9 — X1,
X7,X7] =0,
x7,%11] = 0,

Xg, X3] = —Xz,
Xg, X7] =0,

Xg, X11] = X12,
X9, X3] = —X3,
X9, X7] = X7,

X9, X11] = 0,
X10,X3] = 0,
X10, X7] = —X12,

X12,%7] =0,

[x2, xg] =0,
[x2,%12] = 0,
[x3, 4] = —Xe,
[x3, x5] = x2,
[x3, X12] = X410,
[x4,%4] =0,
[x4, xg] = —x7,
[x4, %121 = 0,
[x5, X4] = X4,
[xs5, xg] = —xs,
[xs,%12] =0,
[x6,%4] =0,
[x6, Xg] = X5 — X9,
[x6, X12] = X114,
[x7,x4] = 0!
[x7,xg] =0,
[x7,%12] =0,
[xg, X4] = %7,
[x8:x8] = 0'
[xg, x12] = 0,
[x9, x4] = 0,
[x9, x5] = xg,
[X9, X12] = X12,
[X10, X4] = —x11,
[%10,x5] = 0,
[X10,X12] = 0,
[x11,%4] =0,
[x11, Xg] = =12,
[x11, X12] = 0,
[%12,x4] = 0,
[x12,x5] = 0,
[X12,%12] = 0

(20)

Hasil pertama yang diperoleh dalam penelitian ini dinyatakan beberapa proposisi berikut :

Proposisi 16 Terdapat fungsional Frobenius = = xi + x¢ + x1o + X1, € aff(3)* sedemikian sehingga aljabar
Lie affine aff (3) merupakan aljabar Lie Frobenius.

Proposisi 16 ini selanjutnya diugunakan untuk menunjukkan bahwa aff(3) merupakan aljabar koszul dengan
menghitung langsung bentuk simetrik kirinya. Kita gunakan induksi simplektik sebagaimana dinyatakan dalam

Teorema 17.

Teorema 17 (Diatta et al., 2020). Misalkan g aljabar Lie Frobenius dimana terdapat pemetaan linear f € g*
sehingga alternating bilinear form pada g, w(x,y) = f([x, y]) adalah non-degenarate. Aljabar koszul pada g
dapat dibentuk dengan persamaan

wu*v,w) =—-w(, [u,w]) atau f([u * v,w]) =

—f([v, [u, W]D. (21)
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Hasil ke dua dan merupakan hasil utama dari penelitian ini dinyatakan dalam proposisi berikut:
Proposisi 18 Aljabar Lie affine aff(3) merupakan aljabar koszul.

Bukti Dari Proposisi 16, dapat dipilih fungsional Frobenius f: = £ = x7 + x¢ + x7, + x1, € aff(3)”, kemudian
menggunakan induksi simplektik persamaan (23), diperoleh

wuxv,w) =f(luxv,wl]) = -1 + x5 +x7p + x{z)([v, [u, W]]). (22)

Misalkan u, v € aff(3) maka u, v dapat dibentuk menjadi kombinasi linear dari basis xi, x,, X3, x4, X5,
X, X7,Xg, X9, X190, X11, X12 Yaitu

u=axq + azX, + asXxs + AyXy + as5Xsg + AeXg + arXxX; + agXg + AgXg + A10X10 + ai11X11 +
a12X12,
V = bix1 + byxy + b3xz + byxy + bsxs + bgxg + b7x7 + bgxg + bgxg 4+ b1gX19 + b11X11 + b12X12,
(23)
dengan a;, bj, Vi,j = 1..12 skalar real.

Selanjutnya, dicari nilai dari (x7 + x¢ + x1o + x12)([u * v,x;]), i = 1..12 menggunakan persamaan (23).
Hasilnya adalah

(1 + x6 + x70 + x12) ([u*v,1])

= (x1 + x¢ +x79 + x12)([(a1x1 + azxy + azxs + azxy + asxs + agxe + azx; + agxg + agxg +
Aq0X10 + A11X11 + A12X12)(b1x1 + byxy + b3Xg + byXy + bsxs + bgxg + byx; + bgxg + boxg +
b1ox10 + by1X11 + b12X12), X11)

= —(x1 +x; +x1o + x{z)([(b1x1 + byxy + bxs + byxy + bsxs + bgxg + byx7 + bgxg + boxg +
bioX10 + b11X11 + b12x12), [(@1%1 + azx5 + asxs + auxs + asxs + agxe + azx; + agxg +
QAgXg + A19X19 + A11X11 T+ a12x12):x1]])

= —(x1 + x¢ + x7¢ + x12) ([(b1x1 + byxy + b3x3 + byxy + bsxs + bgxg + byx; + bgxg + boxg +
b1ox10 + b11X11 + b12X12), (@q[x1, X1] + az[x2, x1] + az[xs, x1] + as[xs, %] + as[xs, x1] +
aglxe, x1] + az[x7,x1] + aglxg, x1] + ao[xg, x1] + a10[x10, %11 + @11 [x11, %11 + @12[x12, D)

= —(x; + xé + Xiko + xfz)([(blxl + bzXz + b3X3 + b4.X4 + bsxs + b6x6 + b7x7 + b8x8 + ngg +
b1oX10 + b11X11 + b12X12), (—A2X; — AzX3 + asXy + azXy — a19X10)])

= —(x1 + xg + X710 + x12) (—azb1[x1, X5] — azby[x7, x5] — azb3[x3, x5] — azbylx4, x5] —
azbs[xs, x;] — azbg[x6, X2] — azb7[x7,x5] — azbglxg, x2] — azbg[x9, X5] — azbyg[X10, X2] —
Azby1[x11, X2] — @zb12[X12, X2 ] — azby[x1, X3] — azby[x2, X3] — azbz[x3, X3] — azby[xy, x3] —
asbs[xs, x3] — azbg[xe, X3] — azb;[x7, x3] — azbg[xg, x3] — azbo[xq, x3] — azbyo[x10,x3] —
asbyi1[x11, X3] — azbiz[x12, X3] + @sbyi[x1, X4] + Asbo[X2, X4] + asbs[x3, X4] + agba[xs, x4] +
asbs[xs, x4] + asbe[xg, x4] + asb7[x7, x4] + asbg[xg, x4] + asbg[xg, X4] + asbio[X10, x4] +
a4bi1[x11, X4] + asbiz[x12, x4] + a7b1[X1, X7] + azby[x2, X7] + azb3[x3, x7] + a7bs[x4, x7] +
a;bs[xs, x7] + a;bg[xe, x7] + a7b7[x7,x7] + a;bg[xg, x7] + a;bg[x9, X7] + a7b10[X10,x7] +
a7b11[x11, X7] + azb12[x12, x7] — a10b1[X1, X10] — @10b2[Xx2, X10] — @10b3[X3, X10] —
ay0ba[x4, X10] — a10bs[xs, X10] — A10bs[X6, X10] — A10b7[X7, X10] — A10bs[xg, X10] —
ay0bg[x9, X10] — a10b10[X10, X10] — @10b11[%11, X10] — @10b12[X12, X10])

= —(xy + x¢ + x7y + x12)(—ayb1x, + aybyxy — azbyxs + aybsx, + aybgxs — aybyxg +
ayb11X19 — Az3b1x3 — Azbyxg + azb;xq — azb;xq + azbgxy + azbgxs + azbiyx19 — agbi x4 +
agboxy — aybyxs — agbsxg + azbsxy + agbgx; — agbi9x11 — azb1x7 — abyxg + azbzxy —
azb3xg + azbexs + azbox; — azb1X12 — A10b1X10 — A10baX11 — A10b7X12)

= ayb1(x1 + x5 + x1o + x12)(X2) — azbs (X1 + x5 + x10 + X12) (x1) + azbs(x] + x5 + x7¢ +
x12)(xs) — azbs(x1 + x5 + x79 + 1) (x2) — azbe(x] + x5 + x7o + x73)(x3) + azb; (x1 + x5 +
X10 T X12)(Xg) — azb11 (X1 + xg + x1o + x12) (X10) + azby (x1 + xg + x10 + x12)(x3) +
azby(x] + xg + x10 + x12)(X6) — azb;(x] + x¢ + x10 + x12)(x1) + azb;(x1 + xg + x7 +



PYTHAGORAS: Jurnal Matematika dan Pendidikan Matematika, 17 (1), 2022 - 302
Nur Hafizhah, Edi Kurniadi, Ema Carnia

x12)(X9) — agbg(x1 + x¢ + X1 + x12) (xz) — azbo(x1 + x5 + x10 + x12) (x3) — agbi2(x1 + x6 +
X10 + X12) (X10) + asby (X1 + x5 + X1 + x12) (x4) — asby (X1 + xg + X1 + x72)(x1) +
aghy (X1 + xg + x10 + x12)(x5) + asbs(x] + x¢ + X710 + x12) (x6) — asbs(x1] + x5 + x7o +
x12)(x4) — agbg(x1 + x5 + x79 + x12) (x7) + agb1o(x] + x§ + x7¢ + x72) (x11) + azby (x] +
Xg + x10 + x12)(x7) + azby(x7 + xg + x7¢ + x12) (xg) — azb3(x7 + x5 + x{p + x12)(x1) +
azbs(xi + xg + x1p + x12)(X9) — azbe(x1 + x5 + x19 + x12) (x4) — a7bg(x] + xg + x7o +
x12)(x7) + azbyo(x] + x¢ + X710 + x12) (x12) + a10b1 (X1 + x¢ + x7¢ + x12) (X10) + a10ba(x] +
Xg + X1 + x12) (X11) + a1ob7(x] + x5 + x10 + x12) (x12)

= —a2b4 - a2b11 + a3b4 - a3b7 - a3b12 - a4b2 + a4b3 - a7b3 + a7b10 + a10b1 + a10b7

(21 + x5 + x70 + x12) ([ * v,x1]) = —azby — ayby1 + azby — azb; — agbi; — azb, + asbs; —

asbs + a;byy + a19b; + aioby.

Dengan menggunakan cara yang sama pada perhitungan di atas dapat ditunjukkan bahwa

(x1 + x5 + x10 + x12) ([ *x v,x,]) = a1by + a1b11 + a4bg — aybig — asby — asbyy + aghy —
agb; — agb1z + azbi1 + ay1by + aqgsby

(x1 + x5 + x10 + x12) ([u x v, x3]) = —a;by + a1b7 + a1b1; — asbs + aybg — azbg — azbyo +
a7bi; — aghy — aghyq + aghy — agb; — aghyy + aq2b1 +
aq2b;

(x1 + x5 + x10 + x12) ([ xv,x4]) = a1b; — a1b3 — azbe + azb1g + azbs — azbg — asb, + asbz —
a8b3 + agblo + a10b2 + alobg

(x1 + x5 + x10 + x12) ([u * v, x5]) = azby + azby1 + ayb; — asbs + aghs — aghg + agbyy +
ay1b; + aq1bg

(x1 + x5 + x10 + x12) ([u *x v, x6]) = —azby + azb; + azby; — asbs + asbg + azb; — azbs —
2a8b6 + a8b12 + agbs - agbg + a12b2 + a12b8

(x1 + x5 + x10 + x12)([u *v,x7]) = aybz — a;b1g — azb11 + asbg + azbig — asby; — agh, +
agbsz — agbz + agbig + a1obs + aigbg

(x1 + x6 + x10 + x12) ([u * v,x8]) = azby + azby1 + asbz — ashig — asbyy + 2agbe — aghy, +
agb11 + ay1b3 + ay1bg

(x1 + x5 + x10 + x12) ([u * v,x9]) = —azb, + azb; + agby; — aghbs + aghg + azbz — az;byg —
agby1 + aj2bz + agabg

(1 + x6 + x70 + x12) ([w * v, x10]) = —ayby — a;b; — asb; — asbg — azb3 — a;bg

(x1 + x5 + x70 + x12) ([ * v, x11]) = —aby; — ayb; — asb, — asbg — agh; — aghg

(x1 + x6 + x10 + x12) ([u * v,x12]) = —azhy — azb; — agb, — aghg — aghz — aghg

Karena (u * v) € aff(3) maka (u * v) dapat dibentuk menjadi kombinasi linear dari basis-basis aff(3).

U*V = C1Xq + CaXy + C3X3 + CyXy + C5Xg + CoXg + C7X7 + CgXg + CgXg + C19X19 + C11X11 +
C12X12- (24)

Selanjutnya, dicari kembali nilai dari (x7 + x¢ + x7¢ + x12) ([u * v, x;]), i = 1..12 dengan mensubstitusikan
persamaan (24).
Pertama dihitung untuk i = 1 yaitu (x] + x¢ + x70 + x12) ([u * v, x1]). Pada kasusi ini dapat ditulis

(x1 + x5 + x10 + x12) ([ *xv,x1])

= (a1 + x¢ + x79 + x12) ([(c121 + x5 + c3X3 + C4x4 + C5X5 + CoXg + C7X7 + CgXg + CoXg +
C10%10 t C11%11 + C12X12), X1])

= (X1 + x¢ + x10 + xfz)([c1[x1»x1] + ca[x2, %1] + c3[x3, %1] + calxs, %1] + cs[x5, %] +
Colxe, x1] + c7[x7, x1] + cglxg, x1] + Co[Xo, X1] + C10[X10, X1] + C11[X11, X1] + €12 [x12'x1]])

= (x1 + xg + X{o + X12) (—C2X — C3x3 + C4X4 + C7X7 — C10X10)
= —ca(x1 + x5 + x1g + x12) (x2) — c3(x1 + xg + x79 + x12)(x3) + ca(x] + x5 + x70 + x72) (x4)

+ c7(x1 +x¢ + x70 + x12) (x7) — c10(x] + X6 + X170 + x12) (X10)

= —C10
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Jadi (xf + x¢ + x10 + x15)([u v, x1]) = —c¢10 .-

Dengan menggunakan cara yang sama pada perhitungan di atas, dihitung untuk i = 2 sampai dengan i = 12,
diperoleh

(1 + x6 + x50 + x12)([u x v, %,
(x1 +x6 + x10 + x72) ([u * v, x3
(x1 +x6 +x10 + x12) ([u v, x4
(1 + x5 + x50 + x12) ([u* v, x5
(X1 + xg + x10 + x72) ([u * v, %6
(1 + xg + x10 + x72)([u * v, x7
(x1 +x6 +x10 + x12) ([u v, x3
(x1 + x6 + x10 + x72) ([U * v, %9
(1 + x6 + x10 + x12) ([u * v, %10
(x1 + x6 + x10 + x72) ([U * v, %14
(1 + xg + x10 + x72) ([u * v, %17

i Ty [ W S}

Kemudian dari hasil perhitungan (xi + x¢ + x1o + x15)([u * v, x;]),i = 1..12 dapat dicari nilai c;
terhadap skalar real a; dan b;. Dengan eliminasi dan substitusi persamaan perhitungan di atas diperoleh nilai c;
untuk i = 1..12 sebagai berikut:

¢y = —aiby + a;by1 + a1byy — azby, — azbyq — agb; — asbyy — asby; — 2a4b; — aybs + asbg —
a4b8 + a4b9 - a5b4, + a6b4 - 2a6b6 - a6b7 - 2a7b3 - a7b6 - a7b9 + a7b11 + a7b12 -
agby — agbyy + agh, — agb; — aghi; — agbyy + ay1by — ay1b; — ag1b3 + ay1b; — ag1bg —
a11bg + ay,b1 — a12b3 + ag2b; — aqzby

¢y = a1by — a1big + ayby — aybg + aybyg — azby + azbs + azbg + azb; — azbg + asbyy +
a4b2 - a4b3 - asbz + a5b3 - a6b2 + a6b3 + a7b3 - a7b10 — a8b3 + a8b10 - a9b3 +
agbyg — ayob1 + a1oby + ayobs — ajob; + aobg + a1obg

C3 = a1bs — a1byg + ayby — azb, + azbg + azb; + azbyy + asb, — asbs — agh, + aghs; + a;b; —
a7b19 — agbs + agbyg — a1oby + aiobz — aiob; + aiobg

Cy = —a1b4 — a1b11 + a3b4 + a3b11 + a4,b3 - a4b6 + a5b4, - a6b4, + 2a6b6 + a6b7 - a7b11 +
aobyy — ay1b1 + ay1b3 — ag1b; + aq1by
Ccs = —aibs + a;bg — 2a,b, + ayb; + ayby; — azby + azby, — azbg — 2a3b; — azbg — ash, +

a4b3 - a5b5 + a5b9 - a6b3 - a6b3 + a7b2 - 2a7b3 + a7b10 - 2a8b6 + a8b12 + agbs -
2a9bg — agbyg + ay9by — ayobs + aiob; — ayobg + ai2by + aq,bg

Ce = —Qby — aybiq — asby + asbs — agbs + agbg — agbi; — ay1b; — aq1bg

c; = —aib; — aybyy — ayb1y + azby + aybyq + azb; + azbiq + azby, + ayb, + aybs — aybg —
a4,b9 + a5b4_ — a6b4, + 2a6b6 + a6b7 + a7b3 + a7b6 - a7b11 - a7b12 + a8b4 + a8b11 -
agby + agb; + aghyq + aghi; — ay1by + ay1b, + ay1bz — ay1b; + ag1bg + ag1bg — aszby +
aq12b3 — ai2b7 + a13bg

cg = —aiby + a1big — ayby — ayby + aybg — ayb; — aybig + azby, — azbs — azbg — azb; +
a3b9 — a3b10 — a4_b2 + a4,b3 — a5b3 — a5b8 + a6b2 - a6b3 - a7b3 + a7b10 - agbg -
agbio + agbz — agbig + ayob1 — ay9b; — a19bz + ai0b; — aiobg — ajobg

Cg = —a1b3 + a1byg — ayby — azby + azb, — azbg — 2a3b; — azbyy — asb, + asbs — aghs —
agbg — azbsz + a;byg — agbg — aghyg + aioby — ayobs + a19b; — asbg

C10 = Aby + azbyy — azby + azb; + azbyy + asb, — asbs + azbz — a;big — ay9by — aqb;

€11 = —Qzby — azbi; — asbz + asbyo + asbyy — 2a¢bg + agbyz — agbyy — ay1b3 — ag1bg

C12 = —Qyby — aybi1 + agby — azb; — azbi; — asb, + aybs — a;bs + azbyg — a1 b, — ag1bg —
aq12b3 — a12by

Kemudian, nilai ¢; untuk i = 1..12 disubstitusikan ke persamaan (24) sehingga operasi perkalian “*”
didefinisikan sebagai berikut:
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u*v = (—a;b; + a1b;1 + a;by, — ayb, — aybyy — azb; — asbh;y — azby, — 2a4by — ashbs +
aybg — agbg + asbg — asb, + aghy, — 2a¢bg — aghb; — 2a,b; — a;bg — a;bg + a;byq +
a7b1, — agby — aghyy + agby — agb; — agbyy — agbyy + ay1by — ay1by — ag1bs + a1 by —
ay1bg — ay1bg + ajzby — aqgpbs + ag2b; — ag2bg)xq + (a1by — abyg + azby — azbe +
a;big — azby + azbs + azbg + azb; — azbg + azbig + asb, — aybs — ash, + asbs —
agb, + agbs + azbs — azbyg — agbs + agbyg — aghz + agbyg — aioby + ayoby + aiobz —
a10b7 + a10b8 + alobg)xZ + (a1b3 - a1b10 + a2b4 - a3b4 + a3b6 + a3b7 + a3b10 +
asb, — asbs — aghy + agbs + azbs — azbyg — agbs + aghig — ayoby + a1obs — asob; +
a19bg)x3 + (—a,by — a1by1 + asbs + aszby, + asbs — asbg + asby, — aghy, + 2agbg +
agb; — azbyq + aghyy — ay1by + ag1bs — ag1b; + aq1bg)xy + (—asbs + arbyg — 2a3b, +
a2b7 + a2b12 - a3b1 + a3b4 - a3b6 - 2a3b7 - a3b10 - a4b2 + a4b3 - a5b5 + a5b9 -
a6b3 - a6b8 + a7b2 - 2a7b3 + a7b10 — 2a8b6 + agblz + agbs — Zagbg - a9b10 + a10b1 -
ay0bs + aob; — ayobg + aizb; + agzbg)xs + (—azby — azbyy — aghy + ashs — aghs +
agbg — aghyy — a; b, — ag1bg)xe + (—asb; — aybyy — aybyy + azby + azbyq + azb; +
a3b11 + a3b12 + a4b2 + a4b5 - a4b6 - a4b9 + a5b4, - a6b4 + 2a6b6 + a6b7 + a7b3 +
a;bg — a;by1 — a;biy + agby + agby1 — agby + agb; + agby1 + agby, — a1 + a11b; +
ay1b3 — ay1b; + ay1bg + ag1bg — agzby + a12b3 — aq2b; + ag2b9)x7 + (—ashy + arhyg —
a2b1 - a2b4_ + a2b6 - a2b7 - a2b10 + a3b4_ - a3b5 - a3b6 - a3b7 + a3b9 - a3b10 -
a4b2 + a4b3 - a5b3 - a5b8 + a6b2 - a6b3 - a7b3 + a7b10 - agbg - agblo + a9b3 -
Agbyg + aioby — a1oby — agobs + ajob; — ajobg — a1obg)xg + (—asbs + arbyg — azby —
asb, + azb, — azbg — 2a3b; — azbyy — asb, + asbs — aghs — aghg — a;bs + a;biy —
Agbg — agbyg + a19by — agobs + aiob; — a19bo)xg + (azby + azbyy — azby + azb; +
azbyy + asb; — asbs + azb; — a;big — ayoby — a1ob7)x10 + (—azby — azbyq — ashs +
agbig + asbyy — 2a6bg + agh1z — Agbiy — ay11b3 — ay1bg)x11 + (—azby — azbyy + azby —
azb; — azby; — agby + aybs — a;bs + azbyg — ag1b; — ag1bg — a12b3 — a12b9) x4

(25)

Setiap elemen basis pada aff(3) dinyatakan sebagai kombinasi linear dari basis-basis aff(3) sebagai berikut:

xq = 1xq + 0x, + Ox3 + Ox4 + Ox5 + Oxg + Ox; + Oxg + Ox9 + Ox1g9 + Ox1q4 + Oxq5
Xy = 0xq + 1x, + Ox3 + 0x4 + Ox5 + Oxg + Ox; + Oxg + Oxg + Ox19 + Ox17 + 0x4,
X3 = 0xq + Ox, + 1x3 + 0x4 + Ox5 + Oxg + Ox; + Oxg + Oxg + Oxq19 + Ox11 + 0x4,
x4 = 0xq + 0x, + Ox3 + 1x4 + Ox5 + Oxg + Ox; + Oxg + Oxg + Oxqo + Oxqq + O0x4,
x5 = 0xq + Oxy + Ox3 + Ox4 + 1x5 + Oxg + Ox; + Oxg + Oxg9 + Ox19 + Ox17 + 0x4,
Xg = 0xq1 + Ox; + Ox3 + 0x4 + Ox5 + 1xg + 0x; + Oxg + Oxg + Ox19 + Ox17 + 0x4,
X7 = 0xq + Ox; + Ox3 + 0x4 + Oxg + Oxg + 1x; + Oxg + Oxg + Oxq19 + Ox11 + 0x4,
Xg = Ox1 + OXZ + OX3 + OX4 + OXS + 0x6 + 0x7 + 1x8 + OX9 + Ox10 + 0x11 + 0x12
X9 = 0x1 + 0x, + Ox3 + Ox4 + Ox5 + Oxg + Ox; + Oxg + 1x9 + Oxqg + Ox1q4 + Oxq5
X10 = 0xq + 0x5 + Ox3 + Ox4 + Ox5 + Oxg + Ox; + Oxg + Oxg + 1x19 + O0xq1 + Oxq,
X117 = 0xq + 0xy + Ox3 + Ox4 + Ox5 + Oxg + Ox; + Oxg + Oxg + Oxq9 + 1x11 + Oxq5
X12 = 0x1 + 0xy + Ox3 + Ox4 + Ox5 + Oxg + 0x7 + Oxg + Oxg + Ox19 + Oxq1 + 1xq,

Apabila setiap kombinasi linear pada (26) saling dioperasikan pada operasi perkalian

(26)
yang didefinisikan

“uyn
*

pada (25) maka rumus eksplisi aljabar koszul untuk aff (3) dapat ditentukan sebagai berikut:

X1 *¥Xy = —Xq,

X1 ¥ Xy = —Xy,

X1 *¥ X7 = —X7,

X1 ¥ X109 = —X3 — X3 + X5 +
Xg + Xo,

X2 * X1 = —Xg,

X1 * Xy = X3 — Xg,

xq * x5 =0,

x1 *xg =0,

X1 *¥X11 = X1 — Xg4 — X7,

X2 *XZZO,

X1 * X3 = X3 — X5 — Xo,
xl*x6:0,

X1 *¥X9 =0,

X1 ¥ X2 = X1 — X7,

X2 *X3:0,
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Xy ¥ X4 = —Xq1 + Xy + X3 —
2X5 — Xg + X7 —
Xg — X9 + X10 — X12,

Xy ¥ X7 = X5 — Xg,

X2 ¥ X10 = X2 — Xg,

X3 * X1 = —X5 — Xog,

X3 *Xg4 = —Xp — X3+ X4 +
Xs + xg + X9 —
X10 — X11 T+ X12,

X3 *x7=—x1+x2+x3—

2x5 + X7 — xg —
2x9 + X109 — X12,

X3 * X190 = Xz + X3 — X5 — Xg —
Xo,

X4 *x1 =0,

X4 xx4 =0,

X4 *x7 =0,

X4 * X10 = X11»

X5 *xx1 =0,

Xg * X4 = —Xq1 + X4 + X7,

x5 *x7 =0,

X5 * X109 = 0,

Xg *x1 =0,

Xe * Xq = X1 — X4 — X7,

Xg ¥ X7 = —Xq1 + X4 + X7,

X * X190 = 0,

x;%x1 =0,

X7 %x4 =0,

X7 *x7 =0,

X7 ¥ X190 = —Xp — X3 + X5 +

Xg + X9 — X190 + X12,

xg *x; =0,

8 *Xq

Xg * X4 = —X1 + X7,

XS*X7:O,

Xg * X190 = X2 — Xg,

Xg *x1 =0,

Xg * Xy = X1 — X7,

Xg * X7 = —Xq +x7,

Xg ¥ X190 = Xo + X3 — X5 — Xg —
X9,

xlo*x1=_xZ_X3+x5+

Xg + X9 — X10»
X109 * X4 =0,
x10 *X7 = _xZ _.X'3 +XS +
Xg + X9 — X190,
X10 * X190 = 0,

Xy * x5 =0,

X2 *x8:0,

xZ *x11=—x1—x6+X7+
X10 — X12,

X3 *x2=0,

X3 * X5 = X3 — Xg,

X3 *x8:0,

X3 *x11:—X1+X4+x7—
X11,

X4 ¥ Xy = —2X1 + Xy + X3 —

X5 —Xg + X7 — Xg —
X9 + X10 — X12,

X4 * Xg =—x1+x7,

X4 * Xg = —Xq,

X4 *x11 =0,

X5 * Xp = —Xp,

Xg * X5 = —Xg,

X5 * Xg = —Xg,

X5 * X11 = X11,

Xg ¥ Xp = —Xp — X3 +x8,

Xg * X5 = —Xg,

Xg ¥ Xg = —X5 — Xo,

Xg * x11 = 0,

X7 * X2 = Xs,

x7 * x5 =0,

x7; *xg =0,

X7 ¥ X11 = X1 — X4 — X7,

Xg * Xy =0,

xg * x5 =0,

x8*x8:0,

Xg * X11 =—x1—x6+x7,

Xg * Xy =0,

X9 * X5 = X5,

xg*x8:0,

Xg*X11 = —X1 + X4 + X7 —
X11»

X10 * X2 = Xz — Xg,

X109 * X5 = 0,

X10 * Xg = X2 — Xg,

X10 * X117 =0,

Xy * Xg = —Xp + Xg,

X2 *X9:0,

X2 * X12 = X5,

X3 *X3:0,

X3 ¥ Xg = Xy + X3 — X5 — Xg —
Xo,

X3 * Xg = —Xp +x3,

X3 * X1 = —X1 +x7+x10—
X12,

X4 ¥X3 = —Xy — X3+ X4 +

X5 + xg + X9 —
X10 — X11 T X12,
Xg * Xg = X1 — X4 — X7,
X4 ¥ X9 = X1 — X7,
X4 * X12 = 0,

Xg * X3 = Xp — Xg,

X5 * Xg = 0,

X5 * X9 = X5,

X5 * X1 = 0,

Xg * X3 = X +X3—XS—X8—
X9,

Xg * Xg = —2Xx1 + 2x4 + 2x5 —
2x11:

Xg * X9 = Xg,
Xe * X12 = X11,

X7 ¥ X3 = —2%X1 + Xy + X3 —
2X5 + X7 — xg —
X9 t X10 — X12,

X7 ¥ Xg = —X1 + X7,

.X7 *XQ = _xl,

X7 *X12 = X1 — X7,

Xg * X3 = —Xy,

Xg * Xg = —2Xg,

Xg * X9 = —Xg,

Xg * X12 = Xs,

Xg * X3 = —Xy; — X3 + Xg,
Xg * X = 0,

Xg * Xg = —2Xg5 — Xo,

Xg * X1 = —X1 + X7,

X109 * X3 = Xy + X3 — X5 — Xg —
Xg,

X109 * X = 0,

X10 ¥ X9 = X5 + X3 — X5 — Xg —
X9,

X190 * X12 =0,
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X11 % X1 = X1 — X4 — X7, X11 %Xy = —X1 — Xg t X7 — X11 % X3 = —X1 — X4 + X7 —
X12, X11,
X11 % X4 =0, X11 ¥ x5 = 0, X11 * X = 0,
X11 * X7 = X1 — Xq — X7, X11 *Xg = —X1 —Xe + X7 — X11 *Xg = =X — Xg + X7 —
X12, X11»
X11 * X190 = 0, X11 % X171 =0, X1 *X12 =0,
X12 ¥ X1 = X1 — X7, X12 * X3 = Xs, X12 * X3 = —X1 + X7 — X12,
X1p * X4 =0, X2 * X5 =0, X1z * X = 0,
X12 * X7 = X1 — X7, X12 * Xg = Xs, X12 * Xg = —X1 + X7 — X132,
X12 * X190 = 0, X12 * X171 =0, X12 * X12 = 0.
(27)

Jadi terbukti bahwa aff(3) merupakan aljabar koszul.
[ |
Untuk penelitian selanjutnya, dapat dicari bentuk umum dari fungsional Frobenius di aff(n) dan juga
eksistensi aljabar koszul pada aff(n). Dugaan penulis dapat dinyatakan sebagai berikut:

Konjektur 1 Aljabar Lie affine aff(n) adalah aljabar Lie Frobenius yang sekaligus mempunyai struktur aljabar
koszul.

SIMPULAN

Aljabar koszul pada aljabar Lie affine aff(3) berdimensi 12 senantiasa ada dan rumus eksplisitnya telah
diberikan dalam persamaan (27). Untuk penelitian lebih lanjut, hasil yang diperoleh dalam penelitian ini dapat
dijadikan dasar untuk mempelajari aljabar Lie affine aff(n) berdimensin(n + 1).Konjektur penulis bahwa aljabar
Lie aff(n) adalah aljabar Lie Frobenius yang sekaligus dilengkapi dengan aljabar koszul sebagaimana dinyatakan
dalam konjektur 1 di atas dapat dibuktikan untuk penelitian selanjutnya. Di sisi lain, dapat dipelajari teori
representasi grup Lie dari aff (3) berkorespondensi dengan fungsional linear-nya. Metode representasi ini dikenal
dengan nama metode orbit.
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