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Abstrak

Pada makalah ini dibahas mengenai pengaruh ganggudinear terhadap sistem dua dimensi dengantpfase
center Potret fase dari sistem dengan gangguan digambarktuk tiga nilai parameter yang berbeda seblagjeti
numerik adanya perubahan potret fase. Pembuktiaaraseanalitik dilakukan dengan menggunakan teorgarsy
menjamin adanya solusi periodik. Hasil penelitiaenomjukkan bahwa gangguan pada sistem dengan fasestenter
dapat mengakibatkan adanya perubahan potret faseaswpologi. Perubahan ini menunjukkan adanyarkasi Hopf

tergeneralisasi.

Kata kunci: bifurkasHopftergeneralisasi, potret fasenter solusi periodik

Abstract

This paper discusses the effect of nonlinear dagntna 2-dimesional system that has center phaseggito The
phase portraits of the damped system are drawn foiff8rent values of parameter. These phase pdstistand as the
numerical proof of phase portrait change. To prdfie change analiticaly, we use the theorem that gutme the
existence of periodic solution. The result shows tl@nlinear damping changes the phase portrait togically. It
means that the system undergoes a generalizedbifapfation.

Keywords: generalized Hopf bifurcation, center phpserait, periodic solution

Pendahuluan
Pada suatu sistem persamaan :

x = f(x a) @
dengan x menyatakan variabel keadaan
(xe ESR"), a adalah sebuah parameter

(= € ), dan f(x) adalah suatu vektor fungsi

yang kontinu Lipschitz Solusi dari sistem (1)
mendefinisikan lintasan pergerakan orbit pada
ruang E. Pergerakan ini dapat didiskripsikan

fase di sekitar titik kesetimbangan sistem, yaitu
saddle node focus dancenter

Pada kasus tertentu, bentuk potret fase di
sekitar titik kesetimbangan suatu sistem dapat
berubah karena pergerakan nilai parameter. Jika
pergerakan parameter mengakibatkan perubahan
bentuk potret fase secara topologi, maka sistem
telah mengalami bifurkasi (lihat [4]). Empat jenis
bifurkasi yang dikenal dan terjadi pada sistem

secara geometris dengan menggambarkan kurvadinamik kontinu dengan satu parameter adalah

solusi pada ruan§ yang dilengkapi dengan tanda
panah untuk mengindikasikan pergerakan orbit
disepanjang kurva seiring dengan naiknya waktu
t. Ruang E yang digunakan untuk
menggambarkan kurva solusi ini kemudian
disebut sebagaruang fase. Himpunan kurva
solusi di dalam ruang fase disebut sebaghiet
fase (lihat [5]). Setidaknya ada empat jenis potret

saddle nodgpitchfork, transkritikal, darHopf [7].
Penelitian terhadap sistem yang mengalami
bifurkasi telah banyak dilakukansgddle-node
[8], pitchfork [3], transkritikal [1], danHopf [2]).
Jika diperhatikan hanya pada saat terjadi
bifurkasi, = masing-masing jenis  bifurkasi
mempunyai bentuk potret fase yang berbeda-
beda.
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Potret fase di sekitar titik kesetimbangan
sistem saat terjadi bifurkagitchfork superkritikal
adalah berbentukiode sedangkan bentuk potret
fase saat terjadi bifurkagitchfork subkritikal
adalah saddle Bentuk potret fase saat terjadi
bifurkasi saddle-nodeatau transkritikal adalah
perpaduan antarasaddle dan node Untuk
bifurkasi Hopf, potret fase di sekitar titik
kesetimbangan saat terjadi bifurkasi adalah
berupa fokus. Sehingga, setidaknya masih ada
satu bentuk potret fase yang tidak muncul saat
terjadi bifurkasi, yaitu bentukenter Oleh karena
itu, makalah ini menyajikan hasil penelitian
mengenai bifurkasi yang terjadi pada sistem
dinamik dimensi 2 dengan 1 parameter yang
mempunyai potret fase saat terjadi bifurkasi
berbentukcenter Jenis bifurkasi ini kemudian
disebut sebagai bifurkadHopf tergeneralisasi.
Pemberian namiopf tergeneralisasi dikarenakan
saat terjadi bifurkasi, sistem ini memiliki nilai
eigen imajiner murni seperti halnya bifurkasi
Hopf biasa.

M etode Pendlitian

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui
munculnya bifurkasHopf tergeneralisasi sebagai
akibat dari adanya pemberian gangguan terhadap
sistem dinamik dimensi 2 yang mempunyai
bentuk potret fasecenter Sistem yang diberi
gangguan mempunyai bentuk

=y
2
Sistem (2) mempunyai bentuk potret fase berupa
center(Gambar 1.).

Gangguan yang diberikan terhadap sistem (2)
berbentuk fungsi nonlinier dengan besarnya
gangguan dinyatakan sebagai suatu parameter
berdimensi satu. Saat tidak ada gangguan
(ditunjukkan dengan nilai parameter 0) sistem
akan mempunyai bentuk potret fase berupa
center Ada banyak macam gangguan yang dapat
diberikan, namun dalam makalah ini hanya akan
diberikan 2 jenis gangguan saja. Gangguan yang
pertama merupakan fungsi dalam variabalan

gangguan kedua merupakan fungsi dalam variabel
¥. Masing-masing gangguan muncul pada salah

satu persamaan dari sistem (2).

y = —x
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Gambar 1. Potret fase sistem (2)

Selanjutnya, ada tidaknya suatu bifurkasi
diselidiki pada sistem yang telah diberikan
gangguan. Bifurkasi diperoleh jika saat parameter
tidak bernilai 0, bentuk potret fase yang diperoleh
tidak ekuivalen secara topologi dengan bentuk
center Munculnya bifurkasi akan dibuktikan
secara humerik dan analitik. Untuk menunjukkan
terjadinya bifurkasi secara numerik, potret fase
dari sistem yang mengalami bifurkasi akan
digambarkan untuk tiga nilai parameter yang
berbeda. Ketiga nilai parameter tersebut mewakili
keadaan sistem saat bifurkasi belum, sedang, dan
telah terjadi. Di lain pihak, untuk menunjukkan
terjadinya bifurkasi secara analitik dilakukan
dengan menggunakan teorema dan lema yang
diperoleh.

Teorema dan lema yang diperoleh dalam
penelitian ini dibuktikan dengan menggunakan
TeoremaPoincare-Bendiksodan teorema 1.

Diberikan fungsiF(x) = J"; f(s)ds denganf(x)
kontinu Lipschitzdi IE dan syarat-syarat berikut.
F(x) = J"; f(s)ds adalah sebuah fungsi

ganijil,
2. F(x) — oo untukx — e,
3. Terdapat fF=0 sehingga untuk

x = fi, F(x) = 0 dan monoton naik, dan
4. Terdapat konstantax = 0 sehingga untuk
0<x<aF(x)<0.

Teorema 1 [6]. Jika kondisi 1 — 4 terpenuhi maka
persamaan  Liénard F+flx)i+x=0

mempunyai paling sedikit satu solusi periodik.
Jika @ = maka terdapat tepat satu solusi

periodik. Bukti dari teorema ini dapat dilihat di

[6].
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Hasi| dan Pembahasan

Untuk mempermudah dalam menyebutkan
syarat 1 — 4 di atas, maka diberikan definisi
mengenai fungsi ganjiliénard sebagai berikut.

Definis 2. Diberikan fungsiF: R — R, dengan
F(x) = f;f(sjds. FungsiF{x) disebut sebagai
Fungsi Ganjil Liénard (Liénard Odd Function)
jika f{x) kontinu Lipschitz di® dan syarat 1 — 4
terpenuhi.

Definisi  mengenai fungsi  ganjil Liénard
digunakan dalam teorema berikut

Teorema 3. Diberikan sebuah sistem planar
autonom

i=y +F(x)

¥ =-—x (3)

dengarx, v € R, danF: R — E.

1. Jika F(x) pada sistem (3) merupakan fungsi
ganijil Liénard maka sistem (3) mempunyai
solusi periodik.

2. Jika F(x) merupakan fungsi ganijil Liénard
dengana = f# maka sistem (3) mempunyai
sebuah limit cycle.

Bukti
1. Bentuk
i=y—F(x)

_].'-‘=—.'X.',
ekuivalen dengan bentuk persamaarénard
dalam Teorema 1., sehingga bentuk tersebut
mempunyai solusi periodik. Selanjutnya akan
dibuktikan untuk kasus

i=v+F(x)
y=—x. @)
Sistem (4) hanya mempunyai satu titik

ekuilibrium, yaitu (0,0).
a. Ekspansi Taylor terhadap sistem (4) di
sekitar{0,0) menghasilkan bentuk
i=y+F(0x+--
¥ =-—x (5)
denganF’(0) = F(0). Nilai eigen dari sistem
(5) adalah

1 l
ﬂd,.:=§f(ﬂ}i§w'f‘(ﬂ}—4-

Karena f(0) <=0 maka titikk ekuilibrium

(0,0) stabil. Dengan kata lain, untuk nilai

awal (xg,75) dengan,/x; + y; cukup kecil

maka orbit akan menuju titik ekuilibrium
(0,0).

Di lain pihak, orbit dari sistem (4) bergerak
horisontal ke kanan saat=0 dany =10

dan bergerak ke kiri saat=0 dany < Q.
Untuk |y| cukup besar, pergerakan orbit dari
sistem (4) akan memotong gaws= £ dan
x=—f. Selain itu, untukx =0, saat

y =—F(x) maka orbit dari sistem (4)
bergerak vertikal ke bawah dan untak: 0,
saaty = —F(x) maka orbit dari sistem (4)

bergerak vertikal ke atas. Sehingga
pergerakan orbit akan mempunyai bentuk
seperti Gambar 2.

A

] !
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\
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Gambar 2. Lintasan orbit sistem (4).

Selanjutnya, tinggal menunjukkan bahwa
|v1| = wg, untukyy yang cukup besar
Misalkan
R=x%+y?
maka
R=2(xi+yy)=2xF(x). (6)
Berdasarkan persamaan (6) dan sistem (4)

didapatkan bahwa
xFlx)

dR =2 m dx = —EF(x}dy.
Sehingga
R(0,y1) —R(0,yp) = ar
ABCD
J‘ 2xF(x)
= ——dx
ag v+ F(x)
j EKF(X} dx + j dR
———
co ¥ + F(x) BEC

Fungsi F(x) terbatas untuk0=x =f
sehingga bentuk yang pertama dan kedua
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menuju ke O ketikayy — =o. Tulis bentuk
integral yang ketiga menjadi
JogcdR = [pp —2F(x) dy
Jika x = maka —2F(x) <0. Pada
kasus ini, bentuk integral dibawa dari nijai
positif ke ¥ negatif sehingga hasil
integralnya pasti positif. Dengan demikian
didapatkan
R(ﬂl }’1} - R(ﬂl .}'1[.'-} =0
Jika x < —f maka —2F(x) = 0. Pada
kasus ini, bentuk integral dibawa dari nijai
negatif ke ¥ positif sehingga hasil
integralnya pasti positif. Dengan demikian
didapatkan
R{:GJJ":L} - R(ﬂl .}'1[.'-} = 0.
Sehingga terbukti bahwlay | = .

Berdasar hasil
bahwa untuk nilai

V¥ +¥5 cukup kecil, maka pergerakan orbit

akan menuju titik ekuilibrium (0,0). Sedangkan
untukyy cukup besar maka pergerakan orbit akan

menjauhi titik ekuilibrium (0,0). Sehingga dapat
disimpulkan adanya solusi periodik.

tersebut, dapat diketahui
awal (xg,vp), dengan

2. Padakasum = ff
Ambil sebarangyy = 0 dany; < 0 sebagai nilai

awal. Orbit dari sistem akan bergerak seperti pada

Gambar 3.
a. Jika orbit memotong sumkxidi titik (x4,0),

dengan < x; <&@ maka kurvak; tidak
memotong garist = . Selanjutnya karena
F(x) < 0 untuk 0 < x < & dany bergerak
dari positif ke negatif maka

R-—Ry= j —2F(x) dy < 0.
ABC

Jika orbit memotong sumkxidi titik (x,,0),
dengan—a << x5 << 0 maka kurvak, tidak
memotong garis = —a. Selanjutnya karena
F(x) = 0 untuk—e < x = 0 dany bergerak
dari negatif ke positif maka

Re—Rp= j —2F(x) dy < 0.

DEF

Dengan demikian tidak ada solusi periodik
yang dapat dimulai dari titiKx;,0) dengan
0= |xg| = a.
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b. Untuk kasus orbit memotong sumiuli titik
{x1,0) dengarxy = a. Saatd < x < @, nilai
F(x) = 0. Di lain pihak, untuk nilaix = e,
fungsi F(x) monoton naik darF(x) = 0.
Sehingga hanya ada satu nijgiyang dapat
menyebabkarf - = R,.

Demikian juga untuk kasus orbit yang
memotong sumbuw di titik (x;,0) dengan

= —a. Saat—a < x < 0, nilai F(x) > 0.

Di lain pihak, untuk nilaix = —a, fungsi

F(x) monoton turun dan F{x) =0.

Sehingga hanya ada satu nilai yang dapat

menyebabkar® z = R,

A

Xz

F
A

A

v

v
Gambar 3. Lintasan orbit sistem (4).

Berdasarkan kenyataan tersebut, dapat
disimpulkan bahwa hanya ada satu solusi
periodik. m
A. Gangguan Tipe 1

Jenis gangguan pada tipe ini berupa
sebarang fungsiG(y) yang muncul pada
persamaan kedua dari sistem (2). Setelah
diberikan gangguan, sistem (2) akan berubah
menjadi

=y
y == +uG(y)
dengarnu sebuah parameter bernilai real.

Skenario ini sebenarnya akan sama juga
dengan memberikan gangguan berupa sebarang
fungsi F(x) pada persamaan pertama dari sistem
(2). Sistem yang diperoleh mempunyai bentuk

berbeda dengan sistem (7), yaitu
i=y+uF(x)

(7)

T =-—x

(8)
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Namun sebenarnya sistem (8) ekuivalen dengan =y (12)
sistem (7). Hal ini dinyatakan dalam lema berikut. ¥ = —x+86(yv),

1 .
Lema 4. Sistem (8) ekuivalen dengan sistem (7). dengané = —u dan G(y) = —y®—y. Fungsi

o _ G(y) merupakan fungsi ganjiLiénard dengan
Bukti. Jika persamaan kedua pada sistem (8)

diturunkan terhadap t kemudian hasilnya a. =5 .maka berdase.lrkan Ak'bat_ 6 'dapat.
disubstitusikan ke persamaan pertama dari sistem diketahui bahwa pada sistem (11) terjadi bifurkasi

(8) maka akan diperoleh Hopf tergeneralisasi. Potret fase dari sistem (11)
j = —y — uF(—y). (9) saatd <2 0 dan& > 0 dapat dilihat pada Gambar
Misalkan x;=y dan x,=7 substitusi 4, sedangkan saaf =0 dapat dilihat pada

pemisalan tersebut ke persamaan (9) diperoleh Gambar 1.
.'X..'1=.'X-'2 S R

%, =—x; +ulG(x,).

denganG(x;) = —F({—x,). m

Teorema 5. Jika fungsi F{x) pada sistem (8)
merupakan fungsi ganjil Liénard dengan=§
maka pada sistem (8) tersebut terjadi bifurkasi
Hopf tergeneralisasi, yaitu potret fase disekitar

titik ekuilibrium saat terjadi bifurkasi berbentuk
center.

Bukti. Sistem (8) mempunyai potret fase berupa
centersaatu = 0. Berdasar Teorema 3.2., sistem
(8) mempunyai sebualimit cycle saatu # 0.
Sehingga telah terjadi perubahan potret fase dari
mempunyai banyak solusi periodik (sagat= O)
menjadi hanya mempunyai satu solusi periodik
(saatu = 0). Jadi sistem (8) mengalami bifurkasi

Hopf tergeneralisasim

Perpaduan antara Teorema 5 dan Lema 4 A A e e
menghasilkan akibat berikut. COA R A DR NI N S s

Akibat 6. Jika fungsi G(y) pada sistem (7)
merupakan fungsi ganjil Liénard dengsr=

maka pada sistem tersebut terjadi bifurkasi Hopf
tergeneralisasi.

Gambar 4. Potret fase sistem (11).
a. untuk# = 0 dan b. untulg < 0.

B. Gangguan Tipe 2
Memberikan gangguan berupa sebarang

Bukti. Berdasarkan Lema 4. dan Teorema 5. fungsi Q_D"‘} pa‘?'a persamaan pertama dar|.3|s'tem
maka disimpulkan bahwa pada sistem (7) terjadi (2). Sehingga sistem (2) akan berubah menjadi

bifurkasiHopftergeneralisasim _ =y +pgyx
Contoh 1. Diberikan persamaan diferensial ¥ =-x
x+y71?(f}ﬂ—yf+x:u, (10) (12)

denganu adalah sebuah parameter bernilai real.
Skenario ini sebenarnya akan sama juga dengan
memberikan gangguan berupa sebarang fungsi
f(x) pada persamaan kedua dari sistem (2).

dengan pe R, Untuk g >0, persamaan ini

dikenal dengan nama persamaan Rayleigh.
Misalkan v = #, disubstitusi ke sistem

(10) maka diperoleh
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Sistem yang diperoleh akan berbeda dengan
sistem (12), yaitu

=y

(13)

y = —x+uf(x)y.
Namun sebenarnya sistem (13) ekuivalen dengan
sistem (12).

Lema 7. Sistem (13) ekuivalen dengan sistem
(12).

Bukti. Perhatikan sistem (12), jika persamaan
kedua diturunkan terhadag dan hasilnya

disubstitusikan ke persamaan pertama maka
diperoleh
¥=—y—ugy.
(14)
Misalkan x; =% dan x,=79. Substitusi
pemisalan tersebut ke persamaan (14) maka
didapatkan

¥y =X,

%y = =%y + puf (x1)x
denganf(x,) = glx,). =

Lema 8. Sistem (13) ekuivalen dengan sistem (8).

Bukti. Jika persamaan pertama pada sistem (13)
diturunkan terhadap dan kemudian hasilnya
disubstitusikan ke persamaan kedua maka
diperoleh

¥=—x+ puf(x)i (15)
Misalkan y =% — uF(x), dengan
F(x) = J’; f(s)ds, substitusi ke persamaan (15)

diperoleh
=y + uFix)

y=—x 0N
Akibat 9. 'Dﬁiberikan sistem (13) dengan fungsi
flx) = di"x*. Jika fungsiF (x) merupakan fungsi
ganijil Liénard denganx = # maka pada sistem
(13) terjadi bifurkasi Hopf tergeneralisasi.

Bukti. Berdasarkan Lema 8 diketahui bahwa
sistem (13) ekuivalen dengan sistem (8).
Selanjutnya berdasarkan Teorema 5, dapat
diperoleh bahwa pada sistem (13) terjadi bifurkasi
Hopftergeneralisasim

Contoh 2. Diberikan persamaan diferensial
F+ux?t—pux+x =0, (16)
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denganueRR. Untuk i = 0, persamaan ini dikenal

sebagai persamaafan der Pal
Misalkany = %, substitusi ke persamaan

(16) diperoleh

r=y

y = —x +67(x)y.
dengan & = —p dan f{x) =x?—-1. Fungsi
F(x) = J';r f(s)ds merupakan fungsi ganjil

17)

Liénard denganz = § maka menurut Akibat 9.,

pada sistem (13) terjadi bifurkasiHopf
tergeneralisasi. Potret fase dari sistem (17) saat
g < 0 dan & = 0 dapat dilihat pada Gambar 5,
sedangkan sad# = 0 dapat dilihat pada Gambar

1.

Gambar 5. Potret fase sistem (17).
a. untuk# = 0 dan b. untulg < 0.

Simpulan

Berdasarkan  hasil penelitian  dapat
disimpulkan bahwa gangguan terhadap sistem
dengan potret fase berbentukenter dapat
menyebabkan berubahnya bentidnter menjadi
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potret fase dengatimit cycle Jenis perubahan
potret fase yang seperti ini kemudian disebut
sebagai bifurkadilopftergeneralisasi.
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