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Spektrum dari suatu graf adalah susunan nilai eigen dari matriks ketetanggaan graf beserta 
multiplisitasnya. Spektrum graf yang dihasilkan dari matriks Laplace disebut spektrum Laplace. 
Matriks Laplace dari graf diperoleh dari selisih matriks ketetangaan graf dengan matriks diagonal 
dimana elemen-elemen diagonal utamanya merupakan derajat simpul dari graf. Penelitian ini 
mengkaji bentuk spektrum Laplace dari graf Mahkota dan graf Benteng. Graf Mahkota  (𝑆𝑛

0) 
adalah graf yang diperoleh dari komplemen hasil perkalian kartesian graf Lengkap K2 dan graf 
Lengkap Kn. Sementara itu graf Benteng 𝐵𝑛𝑛 adalah graf yang diperoleh dari hasil perkalian 
kartesian dua buah graf Lengkap Kn. Hasil penelitian telah diperoleh polinomial karakteristik dari 
matriks Laplace untuk graf Mahkota Sn

0 dengan 𝑛 ≥ 3 dan graf Benteng 𝐵nn dengan 𝑛 ≥
2. Lebih lanjut spektrum Laplace dari kedua graf juga telah diperoleh. 

 
 

The spectrum on a graph is a set of eigenvalues of the adjacency matrix along with their 
multiplicities. The spectrum of a Laplace matrix is called the Laplace spectrum. The Laplace matrix 
of a graph is obtained from the difference between a adjacency matrix and a diagonal matrix 
where the elemens of main diagonal are the vertices degree of the graph. This research studied 
the Laplace spectrum on the crown graph and the rook graph.  A crown graph (𝑆𝑛

0) is a graph 
obtained from the complement of the cartesian product of complete graph K2 and Kn. 
Meanwhile, rook graph (𝐵𝑛𝑛) is a graph obtained from the cartesian product of two complete 
graph Kn. The results of study are formula of the characteristic polynomial of Laplace matrix for 
the crown graph (𝑆𝑛

0) with 𝑛 ≥ 3, and the rook graph (𝐵𝑛𝑛) with 𝑛 ≥ 2. Furthermore, the 
Laplace spectrum of both graphs has also been obtained. 
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PENDAHULUAN 

Graf G dinotasikan dengan G = (V, E) didefinisikan sebagai pasangan himpunan simpul (vertices) tak kosong V 
dan  himpunan sisi (edge) yang menghubungkan sepasang simpul (Munir, 2005). Berdasarkan definisi ini, sebuah 
graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi, dan minimal mempunyai sebuah simpul. Graf yang hanya mempunyai 
sebuah simpul disebut graf trivial. Sisi  yang menghubungkan simpul u dengan simpul v dinyatakan sebagai 
pasangan tak terurut (u, v) dan dinotasikan dengan e = (u,v)  (Aldous et al., 2004). Simpul u dan v dikatakan 
bertetangga jika terdapat sebuah sisi yang menghubungkan simpul u ke simpul v dan sisi e = (u,v) insiden dengan 
simpul u dan simpul v. Derajat dari simpul v dinotasikan dengan deg(𝑣) adalah banyaknya sisi yang insiden dengan 
simpul v. 

Graf dapat direpresentasikan ke dalam matriks, diantaranya adalah matriks ketetanggaan, matriks sirkulan, 
dan matriks Laplace (Runtunuwu, 2021). Matriks Laplace dari graf dengan n simpul adalah matriks berukuran n × n 
yang diperoleh dari selisih matriks ketetanggaan graf dengan matriks diagonal dimana elemen-elemen diagonal 
utamanya merupakan derajat simpul dari graf (Fiedler, 1973). Matriks Laplace dikenal juga sebagai matriks 
Kirchhoff  (Arumugam et al., 2016). Matriks Laplace merupakan matriks singular, simetri dan semi definit positif.   
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Jika 𝜆0 < 𝜆1 ≤ ⋯ ≤ 𝜆𝑛−1 merupakan nilai eigen dari matriks Laplace, maka 𝜆0 = 0, dan [1,1,…,1]T 
merupakan vektor eigen yang berpadanan dengan nilai eigen 𝜆0. Nilai eigen 𝜆0 = 0 merupakan nilai eigen terkecil 
dari matriks Laplace. Nilai eigen kedua dikenal sebagai algebraic connectivity dari graf (Fiedler, 1973). Nilai eigen 
dari suatu matriks Laplace diperoleh dengan menyelesaikan akar-akar karakteristik dari persamaan karakteristik 

det (𝜆𝐼 − 𝐿) dengan L merupakan matriks Laplace berukuran n  n. Penelitian yang telah dilakukan terkait dengan 
nilai eigen dari matriks Laplace diantaranya adalah batas atas nilai eigen terbesar matriks Laplace pada graf Bipartit 
(Pan, 2002), batas atas dari jumlah nilai eigen matriks Laplace (Du & Zhou,  2012), dan energi dari matriks Laplace 
(Das et al., 2014). 

Susunan nilai eigen dari matriks Laplace pada graf G beserta multiplisitasnya disebut spektrum Laplace. 
Definisi ini merupakan perluasan dari spektrum graf yang diperoleh dari matriks ketetanggaan graf (Biggs, 1993). 
Jika nilai eigen berbeda dari matriks Laplace adalah λ0 < λ1 < ⋯ < λs−1 dengan multiplisitas 
m(λ0),m(λ1),… ,m(λs−1), maka spektrum Laplace dari graf G dapat ditulis sebagai 

 

𝑆𝑝𝑒𝑐𝐿  𝐺 = [
𝜆0 𝜆1 ⋯ 𝜆𝑠−1

𝑚(𝜆0) 𝑚(𝜆1) ⋯ 𝑚(𝜆𝑠−1)
]. 

 
Spektrum suatu graf memiliki berbagai aplikasi dalam bidang fisika, teknik kelistrikan, dan ilmu komputer. 

Insani et al. (2012) telah mengkaji spektrum graf untuk analisis jejaring sosial dengan menggunakan Microsoft 
Nodexl.  Orden et al. (2017) telah mengkaji pewarnaan spektrum graf untuk penetapan saluran Wi-Fi. Secara teori 
beberapa peneliti juga telah mengkaji spektrum Laplace. Das (2004) telah mengkaji sifat sifat spektrum Laplace dari 
graf. Sementara itu kajian tentang bentuk spektrum Laplace dari beberapa jenis graf juga mulai dilakukan. Deng et 
al. (2013) mengkaji spektrum Laplace graf reguler; Selvia et al. (2019) mengkaji spektrum Laplace dan spektrum 
ketetanggaan dari graf  Bintang dan graf Lengkap; Yahya et al. (2020) mengkaji spektrum Laplace graf Torus  serta 
Amaliyanah et al. (2022) telah mengkaji spektrum Laplace pada graf Kincir angin berarah.  

Penelitian ini, bertujuan mengkaji spektrum Laplace dari graf hasil perkalian kartesian dua graf.  Hasil kali 

kartesian dari graf G1 dan G2 dinotasikan dengan G = G1  G2 adalah graf yang himpunan titiknya adalah V(G) = V(G1) 

 V(G2), dan himpunan sisinya adalah pasangan terurut dari dua titik di V(G) yaitu ((u1, u2), (v1, v2)) jika dan hanya 
jika u1 = v1 dan u2v2 merupakan sisi di graf G2 atau u2 = v2 dan u1v1 merupakan sisi di graf G1. Graf Mahkota 𝑆𝑛

0  
merupakan graf yang diperoleh dari hasil komplemen perkalian kartesian graf Lengkap 𝐾2 dan graf Lengkap 𝐾𝑛. 
Sementara itu, graf Benteng 𝐵𝑛𝑛 diperoleh dari hasil perkalian kartesian graf Lengkap 𝐾𝑛 dan graf Lengkap 𝐾𝑛. 

Sebagai contoh graf pada Gambar 1 merupakan graf Mahkota 𝑆3
0, yaitu graf komplemen dari K2 × K3.  

 

 
Gambar 1.  𝑆3 

0 ≅ (𝐾2 × 𝐾3)
𝑐 

 

Sedangkan graf Benteng 𝐵33 = 𝐾3 × 𝐾3  dan graf Benteng 𝐵44 = 𝐾4 × 𝐾4 dapat dilihat pada Gambar 2.  

 
Gambar 2. Graf Benteng B33 dan B44 
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METODE 

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur. Adapun tahapan-tahapan yang 
dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:  
1. Menkonstruksi bentuk graf Mahkota 𝑆𝑛

0 dengan 𝑛 ≥ 3;   
2. Mendefinisikan himpunan titik dan himpunan sisi pada graf Mahkota  𝑆𝑛

0 dengan 𝑛 ≥ 3; 
3. Mendefinisikan elemen baris ke i kolom ke j dari matriks ketetanggaan graf Mahkota  𝑆𝑛

0 dengan 𝑛 ≥ 3; 
4. Mendefinisikan elemen baris ke i kolom ke j dari matriks diagonal graf Mahkota  𝑆𝑛

0 dengan 𝑛 ≥ 3; 
5. Mendefinsikan elemen baris ke i kolom ke j dari matriks Laplace graf Mahkota  𝑆𝑛

0 dengan 𝑛 ≥ 3;   
6. Merumuskan bentuk polinomial karakteristik dari matriks Laplace graf Mahkota  𝑆𝑛

0 dengan 𝑛 ≥ 3; 
7. Menentukan nilai eigen dari matriks laplace graf Mahkota  𝑆𝑛

0 dengan 𝑛 ≥ 3; 
8. Menentukan spektrum Laplace graf mahkota  (𝑆𝑛

0) dengan 𝑛 ≥ 3;  
9. Ulangi Langkah 1 sampai dengan 8, untuk graf Benteng (𝐵𝑛𝑛) dengan 𝑛 ≥ 2.   

 

HASIL PENELITIAN 

Hasil penelitian pada artikel ini telah diperoleh polinomial karakteristik dari matriks Laplace graf Mahkota 𝑆𝑛
0 

untuk 𝑛 ≥ 3 dan graf Benteng 𝐵𝑛𝑛 untuk 𝑛 ≥ 2, yaitu 𝑝(𝜆) = 𝜆(𝜆 − (2𝑛 − 2))(𝜆 − (𝑛 − 2))𝑛−1(𝜆 −

𝑛)𝑛−1 merupakan polinomial karakteristik dari matriks Laplace graf Mahkota 𝑆𝑛
0, 𝑛 ≥ 3 dan 𝑝(𝜆) =

𝜆(𝜆 − 2𝑛)(𝑛−1)
2
(𝜆 − 𝑛)2(𝑛−1) merupakan polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf Benteng 𝐵𝑛𝑛, 𝑛 ≥

2. Lebih lanjut telah diperoleh spektrum Laplace dari ke dua graf tersebut, yaitu Spektrum Laplace dari graf 
mahkota (𝑆𝑛

0) dengan 𝑛 ≥ 3  adalah 
 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿  (𝑆𝑛
0) = [

0 𝑛 − 2 𝑛 2𝑛 − 2

1 𝑛 − 1 𝑛 − 1 1
]. 

 
dan spektrum Laplace dari graf benteng (𝐵𝑛𝑛)  dengan 𝑛 ≥ 2  adalah 
 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿  (𝐵𝑛𝑛) = [
0 𝑛 2𝑛

1 2(𝑛 − 1) (𝑛 − 1)2
]. 

 
Hasil penelitian ini selanjutnya dituangkan dalam Teorema 1 dan Teorema 2 serta Akibat 3 dan Akibat 4 pada 

subbab pembahasan. 
 

PEMBAHASAN 

Penelitian tentang spektrum Laplace dari jenis-jenis graf telah dilakukan diantaranya untuk graf Bintang Sn dan 
graf Lengkap Kn (Selvia, 2019), Spektrum Laplace graf Torus (Yahya & Soeharyadi, 2020) serta spektrum Laplace graf 

Kincir angin berarah 𝑄𝑘
3, k  3 (Melly et al. 2022).  Mengacu pada penelitian sebelumnya, spektrum Laplace  dari 

graf Mahkota 𝑆𝑛
0  (𝐾2  𝐾𝑛)

𝐶 , 𝑛 ≥ 3 dan graf Benteng 𝐵𝑛𝑛 ≈ (𝐾𝑛 × 𝐾𝑛), 𝑛 ≥ 2 , diuraikan dalam sub bab 
berikut.  

 

1. Spektrum Laplace dari Graf Mahkota 𝑺𝒏
𝟎  

Spektrum Laplace dari graf Mahkota, dapat ditentukan dengan terlebih dahulu menemukan polinomial 
karakterstik matriks Laplace-nya. Polinomial karakteristik matriks Laplace ditentukan dengan menggunakan 
persamaan 𝑝() = det (𝐼 − 𝐿(𝑆𝑛

0)) dengan 𝐿(𝑆𝑛
0) merupakan matriks Laplace dari graf Mahkota 𝑆𝑛

0. Tabel 1. 
merupakan polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf Mahkota 𝑆𝑛

0 untuk 𝑛 = 3, 4, 5.  
Berdasarkan bentuk polinomial karakteristik pada Tabel 1, diperoleh pola umum polinomial karakteristik 

matriks Laplace dari graf Mahkota 𝑆𝑛
0 dengan 𝑛 ≥ 3 sebagaimana dituangkan dalam Teorema 1. 
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Tabel 1. Polinomial karakteristik matriks Laplace graf Mahkota 𝑺𝒏
𝟎  

Graf Mahkota 𝑺𝒏
𝟎  Polinomial Karakteristik Matriks Laplace graf 𝑺𝒏

𝟎  (𝒑()) 

𝑺𝟑
𝟎 𝜆(𝜆 − 4)(𝜆 − 1)2(𝜆 − 3)2 

𝑺𝟒
𝟎 𝜆(𝜆 − 6)(𝜆 − 2)3(𝜆 − 4)3 

𝑺𝟓
𝟎 𝜆(𝜆 − 8)(𝜆 − 3)4(𝜆 − 5)4 

 
Teorema 1. Polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf Mahkota 𝑆𝑛

0 dengan 𝑛 ≥ 3 adalah 
𝑝(𝜆) = 𝜆(𝜆 − (2𝑛 − 2))(𝜆 − (𝑛 − 2))𝑛−1(𝜆 − 𝑛)𝑛−1. 

 

Bukti. Misal diberikan graf Mahkota 𝑆𝑛
0 = (𝑉(𝑆𝑛

0), 𝐸(𝑆𝑛
0)) dengan 𝑛 ≥ 3. Definisikan himpunan simpul 

dan himpunan sisi pada graf Mahkota sebagai 𝑉(𝑆𝑛
0) = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢𝑛, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛} dan 𝐸(𝑆𝑛

0) =

{𝑢𝑖𝑣𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≠ 𝑗} dengan  n ≥ 3,  𝑛 ∈ 𝑍+.  Berdasarkan definisi ini, graf Mahkota 𝑆𝑛
0 dapat dikonstruksi 

seperti Gambar 3 berikut ini. 

 
Gambar 3.  Graf Mahkota 𝑺𝒏

𝟎  

Matriks Laplace dari graf Mahkota adalah L(𝑆𝑛
0) = 𝐷(𝑆𝑛

0) − 𝐴(𝑆𝑛
0) dengan 𝐴(𝑆𝑛

0) adalah matriks 

ketetanggaan graf Mahkota dan 𝐷(𝑆𝑛
0) adalah matriks diagonal dengan elemen-elemen diagonalnya merupakan 

derajat dari setiap titik di graf Mahkota  𝑆𝑛
0.   Matriks Laplace dari  graf  Mahkota 𝐿(𝑆𝑛

0) = (𝑙𝑖𝑗) berukuran 2n × 

2n dengan elemen baris ke i kolom ke j didefinisikan sebagai   

𝑙𝑖𝑗 =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑛 − 1, 𝑖 = 𝑗                                                                   
−1,   𝑖 = 1; 𝑗 =  𝑛 + 2, 𝑛 + 3, 𝑛 + 4, … , 2𝑛        
 𝑖 = 2; 𝑗 =  𝑛 + 1, 𝑛 + 3, 𝑛 + 4, … , 2𝑛         
 𝑖 = 3; 𝑗 =  𝑛 + 1, 𝑛 + 2, 𝑛 + 4, … , 2𝑛         
 ⋮                                                                    
 𝑖 = 𝑛; 𝑗 =  𝑛 + 1, 𝑛 + 2, 𝑛 + 3,… , 2𝑛 − 1
 𝑖 = 𝑛 + 1; 𝑗 = 2,3,4,… , 𝑛                              
 𝑖 = 𝑛 + 2; 𝑗 = 1,3,4,… , 𝑛                              
 ⋮                                                                    
 𝑖 = 2𝑛; 𝑗 = 1,2,3,4, … , 𝑛 − 1                        

0,        𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎                                                             

 

 
Berdasarkan persamaan (1), matriks Laplace dari graf Mahkota 𝑆𝑛

0 dapat dikonstruksi sebagai berikut 
 

(1) 
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𝐿(𝑆𝑛
0) =  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 − 1 0 ⋯ 0 0 0 −1 ⋯ −1 −1
0 𝑛 − 1 ⋯ 0 0 −1 0 ⋯ −1 −1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑛 − 1 0 −1 −1 ⋯ 0 −1
0 0 ⋯ 0 𝑛 − 1 −1 −1 ⋯ −1 0
0 −1 ⋯ −1 −1 𝑛 − 1 0 ⋯ 0 0
−1 0 ⋯ −1 −1 0 𝑛 − 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
−1 −1 ⋯ 0 −1 0 0 ⋯ 𝑛 − 1 0
−1 −1 ⋯ −1 0 0 0 ⋯ 0 𝑛 − 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 
Polinomial karakteristik dari matriks Laplace 𝐿(𝑆𝑛

0) adalah 𝑝(𝜆) =  det (𝜆𝐼2𝑛 −  𝐿(𝑆𝑛
0)). Akar-akar 

karakteristik diperoleh dari persamaan karakteristik 𝑝(𝜆) = 0. Perhatikan bahwa  
 

det (𝜆𝐼2𝑛 −  𝐿(𝑆𝑛
0)) = 0 

 

|

|

|

𝑝 0 ⋯ 0 0 0 1 ⋯ 1 1
0 𝑝 ⋯ 0 0 1 0 ⋯ 1 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑝 0 1 1 ⋯ 0 1
0 0 ⋯ 0 𝑝 1 1 ⋯ 1 0
0 1 ⋯ 1 1 𝑝 0 ⋯ 0 0
1 0 ⋯ 1 1 0 𝑝 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
1 1 ⋯ 0 1 0 0 ⋯ 𝑝 0
1 1 ⋯ 1 0 0 0 ⋯ 0 𝑝

|

|

|

= 0  

 
dimana 𝑝 = 𝜆 − (𝑛 − 1). Untuk memperoleh akar-akar karakteristik dari matriks 𝜆𝐼2𝑛 −  𝐿(𝑆𝑛

0), determinan 
pada persamaan (2) dicari dengan cara mereduksi baris atau kolom matriks 𝜆𝐼2𝑛 −  𝐿(𝑆𝑛

0) menjadi matriks 
segitiga atas. Dengan menggunakan sifat-sifat determinan dalam mereduksi baris/kolom, persamaan (2) menjadi  

|

|

|

|

1 0 ⋯ 1 1 0 𝑝 ⋯ 0 0
0 1 ⋯ 1 1 𝑝 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

0 0 ⋯ (−
𝑛−2

𝑛−3
) −

1

𝑛−3
(−

𝑝

𝑛−3
) (−

𝑝

𝑛−3
) ⋯ 𝑝 0

0 0 ⋯ 0 (−
𝑛−1

𝑛−2
) (−

𝑝

𝑛−2
) (−

𝑝

𝑛−2
) ⋯ (−

𝑝

𝑛−2
) 𝑝

0 0 ⋯ 0 0 𝑞
(𝑛−2)𝑝2

4
⋯ 𝑞 𝑞

𝑝 0 ⋯ 0 0 0 𝑠 ⋯ 𝑠 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 0 0 ⋯ 𝑠 𝑠

0 0 ⋯ 0 0 0 0 ⋯ 0 (
𝑡

𝑞
)

|

|

|

|

= 0. 

 
dimana, 
𝑝 = 𝜆 − (𝑛 − 1). 

𝑞 = (−
1

𝑛 − 1
𝜆2 + 2𝜆 − (𝑛 − 2)) 

 𝑟 = (−𝜆2 + (2𝑛 − 2)𝜆 − (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)) 
𝑠 = −𝜆2 + (2𝑛 − 2)𝜆 − (𝑛2 − 2𝑛) 

𝑡 = 𝜆(𝜆3 − (4𝑛 − 4)𝜆2 + (5𝑛2 − 10𝑛 + 4)𝜆 − (2𝑛3 − 6𝑛2 + 4𝑛)) 

 

(2) 

(3) 
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Selanjutnya, dengan mengalikan elemen-elemen diagonal utama pada matriks segitiga atas dalam 

persamaan (3) diperoleh  𝜆(𝜆 − (2𝑛 − 2))(𝜆 − (𝑛 − 2))
𝑛−1

(𝜆 − 𝑛)𝑛−1 = 0. Jadi, terbukti bahwa 

polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf Mahkota (𝑆𝑛
0) dengan 𝑛 ≥ 3  adalah  

𝑝(𝜆) = 𝜆(𝜆 − (2𝑛 − 2))(𝜆 − (𝑛 − 2))
𝑛−1

 (𝜆 −  𝑛)𝑛−1.   ∎ 

 
Akibat 2. Spektrum Laplace dari graf Mahkota (𝑆𝑛

0) dengan 𝑛 ≥ 3  adalah 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿  (𝑆𝑛
0) = [

0 𝑛 − 2 𝑛 2𝑛 − 2

1 𝑛 − 1 𝑛 − 1 1
]. 

 
Bukti. Berdasarkan Teorema 1., polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf Mahkota (𝑆𝑛

0) dengan 𝑛 ≥ 3  
yaitu  

𝑝(𝜆) = 𝜆(𝜆 − (2𝑛 − 2))(𝜆 − (𝑛 − 2))
𝑛−1

(𝜆 − 𝑛)𝑛−1 

 
Berdasarkan persamaan (4), akar-akar karakteristik yang merupakan nilai eigen matriks Laplace dari graf 

Mahkota (𝑆𝑛
0), adalah 𝜆0 = 0, 𝜆1 = (𝑛 − 2),  𝜆2 = 𝑛, dan 𝜆3 = (2𝑛 − 2), dengan multiplisitasnya 𝑚(𝜆0) =

1, 𝑚(𝜆1) = (𝑛 − 1), 𝑚(𝜆2) = (𝑛 − 1), dan 𝑚(𝜆3) = 1. Jadi, terbukti spektrum Laplace dari graf Mahkota 
(𝑆𝑛

0) dengan 𝑛 ≥ 3  adalah 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿  (𝑆𝑛
0) = [

0 𝑛 − 2 𝑛 2𝑛 − 2

1 𝑛 − 1 𝑛 − 1 1
].   ∎ 

 
2. Spektrum Laplace dari Graf Benteng 𝑩𝒏𝒏 

Sebagaimana cara menentukan spektrum Laplace dari graf Mahkota, Spektrum Laplace dari graf Benteng juga 
dapat ditemukan dengan terlebih dahulu menemukan polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf Benteng. 
Polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf Benteng 𝐵𝑛𝑛 adalah 𝑝() = det (𝐼 − 𝐿(𝐵𝑛𝑛), dengan 
𝐿(𝐵𝑛𝑛) adalah matriks Laplace dari graf Benteng 𝐵𝑛𝑛. Tabel 2 berikut merupakan polinomial karakteristik matriks 
Laplace dari graf Benteng  untuk 𝑛 = 2, 3, 4. 

Tabel 2. Polinomial Karakteristik Matriks Laplace Graf Benteng 𝐵𝑛𝑛 

Graf Benteng 𝑩𝒏𝒏 Polinomial Karakteristik Matriks 
Laplace graf Benteng 𝑩𝒏𝒏 (𝒑()) 

𝑩𝟐𝟐 𝜆(𝜆 − 4)(𝜆 − 2)2 

𝑩𝟑𝟑 𝜆(𝜆 − 6)4(𝜆 − 3)4 

𝑩𝟒𝟒 𝜆(𝜆 − 8)9(𝜆 − 4)6 

 
Berdasarkan Tabel 2, secara umum polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf Benteng 𝐵𝑛𝑛, dapat 

ditentukan sebagaimana dalam teorema 3 berikut.  
 

Teorema 3. Polinomial  karakteristik  matriks  Laplace  dari  graf  Benteng  𝐵𝑛𝑛  dengan  𝑛 ≥ 2  adalah 

𝑝(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 2𝑛)(𝑛−1)
2
(𝜆 − 𝑛)2(𝑛−1). 

 

Bukti.  Misal diberikan graf Benteng 𝐵𝑛𝑛 = (𝑉(𝐵𝑛𝑛), 𝐸(𝐵𝑛𝑛)) untuk 𝑛 ≥ 2. Definisikan himpunan titik dan 

himpunan sisi pada graf Benteng dengan 𝑉(𝐵𝑛𝑛) = {𝑥, 𝑦|1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑛 } dan 𝐸(𝐵𝑛𝑛) = {((𝑥𝑖 , 𝑦𝑗), (𝑥𝑘 , 𝑦𝑙))  

𝑥𝑖 = 𝑥𝑘  atau 𝑦𝑗 = 𝑦𝑙 , 1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ≤ 𝑛}. Berdasarkan definisi ini, graf Benteng 𝐵𝑛𝑛 untuk 𝑛 ≥ 2 dapat 

dikonstruksi seperti graf pada Gambar 4 berikut. 
 

(4) 
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Gambar 4. Graf Benteng 𝑩𝒏𝒏 

Jika 𝐴(𝐵𝑛𝑛) menyatakan matriks ketetanggaan dari graf Benteng dan 𝐷(𝐵𝑛𝑛) menyatakan matriks diagonal dari 
graf Benteng, maka elemen baris ke i kolom ke j dari matriks Laplace dari graf Benteng 𝐿(𝐵𝑛𝑛) = 𝐷(𝐵𝑛𝑛) −

𝐴(𝐵𝑛𝑛) = [𝑙𝑖𝑗], dapat didefinisikan sebagai berikut

 

𝑙𝑖𝑗 =

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
2(𝑛 − 1), 𝑖 = 𝑗                                                                                                                           

−1,         𝑖 = 1; 𝑗 = 2,3, … , 𝑛, 𝑛 + 1,2𝑛 + 1, … , (𝑛 − 1)𝑛 + 1                                      

 𝑖 = 2; 𝑗 = 1,3, … , 𝑛, 𝑛 + 2,2𝑛 + 2, … , (𝑛 − 1)𝑛 + 2                                      
 ⋮                                                                                                                           
 𝑖 = 𝑛; 𝑗 = 1,2,… , (𝑛 − 1), 2𝑛, 3𝑛,… , 𝑛2                                                           

 𝑖 = 𝑛 + 1; 𝑗 = 1, 𝑛 + 2, 𝑛 + 3, … ,2𝑛, 2𝑛 + 1, … , (𝑛 − 1)𝑛 + 1                  

 𝑖 = 𝑛 + 2; 𝑗 = 2, 𝑛 + 1, 𝑛 + 3, … ,2𝑛, 2𝑛 + 2, , … , (𝑛 − 1)𝑛 + 2                 
 ⋮                                                                                                                           
 𝑖 = 2𝑛; 𝑗 = 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2, … ,2𝑛 − 1,3𝑛,… , 𝑛2                                            
 ⋮                                                                                                                           
 𝑖 = 3𝑛; 𝑗 = 𝑛, 2𝑛, 2𝑛 + 1,2𝑛 + 2, … ,3𝑛 − 1,4𝑛,… , 𝑛2                                 
 ⋮                                                                                                                           
 𝑖 = 𝑛2 − 1, 𝑗 = 𝑛 − 1,2𝑛 − 1, … , (𝑛 − 1)𝑛 − 1, (𝑛 − 1)𝑛 + 1,… , 𝑛2       

 𝑖 = 𝑛2; 𝑗 = 𝑛, 2𝑛, … , (𝑛 − 1)𝑛, (𝑛 − 1)𝑛 + 1,… , 𝑛2 − 1                              
0,           𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎 .                                                                                                                   

                                                                                                                 

 

Berdasarlan definisi ini, dapat dikonstruksi matriks Laplace dari graf Benteng 𝐿(𝐵𝑛𝑛) berukuran n2  n2 
sebagai berikut 

 

𝐿(𝐵𝑛𝑛) = 

 

(5) 
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Polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf Benteng adalah 𝑝(𝜆) = det(𝜆𝐼𝑛2 −  𝐿(𝐵𝑛𝑛)). Akar-akar 
karakteristik diperoleh dari persamaan karakteristik 𝑝(𝜆) = 0.  
Perhatikan bahwa  

det (𝜆𝐼𝑛2 − 𝐿(𝐵𝑛𝑛)) = 0
 

         

|

|

|

|

|

|

𝑝 1 1 ⋯ 1 1 1 0 0 ⋯ 0 0  1 0 0 ⋯ 0 0
1 𝑝 1 ⋯ 1 1 0 1 0 ⋯ 0 0  0 1 0 ⋯ 0 0
1 1 𝑝 ⋱ 1 1 0 0 1 ⋱ 0 0  0 0 1 ⋱ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
1 1 1 ⋱ 𝑝 1 0 0 0 ⋱ 1 0  0 0 0 ⋱ 1 0
1 1 1 ⋯ 1 𝑝 0 0 0 ⋯ 0 1  0 0 0 ⋯ 0 1
1 0 0 ⋯ 0 0 𝑝 1 1 ⋯ 1 1  1 0 0 ⋯ 0 0
0 1 0 ⋯ 0 0 1 𝑝 1 ⋯ 1 1  0 1 0 ⋯ 0 0
0 0 1 ⋱ 0 0 1 1 𝑝 ⋱ 1 1  0 0 1 ⋱ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮  ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋱ 1 0 1 1 1 ⋱ 𝑝 1  0 0 0 ⋱ 1 0
0 0 0 ⋯ 0 1 1 1 1 ⋯ 1 𝑝  0 0 0 ⋯ 0 1
   ⋮         ⋱       
1 0 0 ⋯ 0 0 1 0 0 ⋯ 0 0  𝑝 1 1 ⋯ 1 1
0 1 0 ⋯ 0 0 0 1 0 ⋯ 0 0  1 𝑝 1 ⋯ 1 1
0 0 1 ⋱ 0 0 0 0 1 ⋱ 0 0  1 1 𝑝 ⋱ 1 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮  ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋱ 1 0 0 0 0 ⋱ 1 0  1 1 1 ⋱ 𝑝 1
0 0 0 ⋯ 0 1 0 0 0 ⋯ 0 1  1 1 1 ⋯ 1 𝑝

|

|

|

|

|

|

= 0 

 
dimana 𝑝 = 𝜆 − 2(𝑛 − 1).  Untuk memperoleh  akar-akar  karakteristik  matriks  𝜆𝐼𝑛2 − 𝐿(𝐵𝑛𝑛),
determinan pada persamaan (6) dicari dengan menggunakan sifat-sifat determinan dan mereduksi baris atau 
kolom dari matriks 𝜆𝐼𝑛2 − 𝐿(𝐵𝑛𝑛) menjadi matriks segitiga atas. Hasil reduksi baris/kolom dari hitung 
determinan pada persamaan (6) adalah 

 

(−1)

|

|

|

|

|

|

1 𝑝 1 ⋯ 1 1 0 1 0 ⋯ 0 0  0 1 0 ⋯ 0 0
0 1 0 ⋯ 0 1 1 𝑝 1 ⋯ 1 1  0 1 0 ⋯ 0 0

0 0 −1 ⋱ −1 −1 2𝑝 𝑝2 𝑟 ⋱ 𝑟 𝑟  1 𝑠 0 ⋱ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋱ −1 −1 2𝑝 + 𝑣 𝑝2 + 𝑣 2𝑝 + 𝑣 ⋱ 𝑡 𝑡  1 𝑠 0 ⋱ 0 0

0 0 0 ⋯ 0 −1 2𝑝 + 𝑢 𝑝2 + 𝑢 2𝑝 + 𝑢 ⋯ 2𝑝 + 𝑢 𝑥  1 𝑠 1 ⋯ 0 0
0 0 0 ⋯ 0 0 −1 𝑠 −1 ⋯ −1 −1  1 𝑠 1 ⋯ 0 0
0 0 0 ⋯ 0 0 0 𝑦 −𝑦 ⋯ 0 0  −𝑦 𝑦 𝑦 ⋯ 0 0
0 0 0 ⋱ 0 0 0 0 𝑦 ⋱ −𝑦 0  0 0 −𝑦 ⋱ 𝑦 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮  ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋱ 0 0 0 0 0 ⋱ 𝑞 𝑦  0 0 −𝑞 ⋱ −𝑦 0

0 0 0 ⋯ 0 0 0 0 0 ⋯ 0
𝑥𝑦

𝑡
 𝑦 𝑥𝑝 𝑦 ⋯ 

𝑤2

𝑡
1

   ⋮         ⋱       
0 0 0 ⋯ 0 0 0 0 0 ⋯ 0 0  𝑦 𝑥𝑦 𝑦 ⋯ 𝑦 𝑦
0 0 0 ⋯ 0 0 0 0 0 ⋯ 0 0  0 𝑞 0 ⋯ −𝑞 0
0 0 0 ⋱ 0 0 0 0 0 ⋱ 0 0  0 0 −𝑞 ⋱ 𝑞 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮  ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋱ 0 0 0 0 0 ⋱ 0 0  0 0 0 ⋱ 𝑞 −𝑞
0 0 0 ⋯ 0 0 0 0 0 ⋯ 0 0  0 0 0 ⋯ 0 𝑧

|

|

|

|

|

|

= 0 

(6) 

(7) 
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dimana,  
𝑝 = 𝜆 − (2𝑛 − 2) 
𝑞 = 𝜆2 − (3𝑛 + 1)𝜆 + (2𝑛2 + 2𝑛) 𝑟 = 𝜆 − (2𝑛 − 3)                                                                                     
𝑡 = 𝜆 − (𝑛 + 1)                                             
𝑥 = 𝜆 − 𝑛 
𝑦 = 𝜆 − 2𝑛 

𝑧 =
1

2
𝜆3 −

3

2
𝜆2 + 𝑛2𝜆 

𝑢 = 𝑛 − 3 
𝑠 = 𝜆 − (2𝑛 − 1) 
𝑣 = 𝑛 − 3 
𝑤 = 𝜆 − (𝑛 − 1) 

Selanjutnya, dengan mengalikan elemen-elemen diagonal utama pada matriks segitiga atas  dalam 
persamaan (7) diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut 

 
(−1)det (𝜆𝐼𝑛2 − 𝐿(𝐵𝑛𝑛)) = 0 

⇔ 𝜆(𝜆 − 2𝑛)(𝑛−1)
2
(𝜆 − 𝑛)2(𝑛−1) = 0. 

 
Jadi, terbukti polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf Benteng 𝐵𝑛𝑛, dengan 𝑛 ≥ 2  adalah 

𝑝(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 2𝑛)(𝑛−1)
2
(𝜆 − 𝑛)2(𝑛−1).             ∎ 

 
Akibat 4. Spektrum Laplace dari graf benteng 𝐵𝑛𝑛 dengan 𝑛 ≥ 2  adalah 

 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿  (𝐵𝑛𝑛) = [
0 𝑛 2𝑛

1 2(𝑛 − 1) (𝑛 − 1)2
]. 

 
Bukti. Berdasarkan bukti pada Teorema 3., polinomial karakteristik dari matriks Laplace pada graf Benteng 𝐵𝑛𝑛 
adalah  

𝑝(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 2𝑛)(𝑛−1)
2
(𝜆 − 𝑛)2(𝑛−1) 

Akar-akar karakteristik dari polinomial karakteristik pada persamaan (8) merupakan nilai eigen matriks 
Laplace dari graf Benteng 𝐵𝑛𝑛, yaitu 𝜆0 = 0, 𝜆1 = 𝑛 , dan 𝜆2 = 2𝑛, dengan multiplisitasnya berturut-turut 
𝑚(𝜆0) = 1, 𝑚(𝜆1) = 2(𝑛 − 1), dan 𝑚(𝜆2) = (𝑛 − 1)

2.  Jadi, spektrum Laplace dari graf Benteng 𝐵𝑛𝑛 
dengan 𝑛 ≥ 2 dapat disusun sebagai 

 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳 (𝑩𝒏𝒏) = [
𝟎 𝒏 𝟐𝒏

𝟏 𝟐(𝒏 − 𝟏) (𝒏 − 𝟏)𝟐
].                      ∎ 

 

SIMPULAN 

Penelitian ini memberikan hasil secara umum bentuk polinomial karakteristik matriks Laplace  dan spektrum 
Laplace dari graf Mahkota (𝑆𝑛

0) dengan 𝑛 ≥ 3.  Penelitian ini juga menghasilkan bentuk umum polinomial 
karakteristik matriks Laplace dan spektrum Laplace dari graf Benteng (𝐵𝑛𝑛) dengan 𝑛 ≥ 2 . Penelitian lebih lanjut 
dapat dilakukan dengan menginvestigasi bentuk spektrum Laplace dari graf Benteng Bm,n yang merupakan graf hasil 
perkalian kartesian antara graf Lengkap Km dan Kn, serta spektrum Laplace dari jenis-jenis graf hasil operasi dua graf 
lainnya. 
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