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Abstrak 

 
Dalam tulisan ini, akan digunakan konsep jarak-𝜔 pada ruang metrik lengkap-𝛼. Pemetaan yang akan dibuktikan 

eksistensi titik tetapnya adalah pemetaan kontraksi-𝜓-𝜔 bernilai banyak. Pemetaan ini lebih umum dari pemetaan 

kontraksi-𝑝 bernilai banyak yang telah dibuktikan eksistensi titik tetapnya oleh Suzuki dan Takahashi. Karena setiap jarak-

𝜔 adalah metrik dan setiap ruang metrik lengkap-𝛼 merupakan ruang metrik lengkap, maka dari teorema yang dihasilkan 

akan diperoleh beberapa akibat di antaranya teorema titik tetap untuk pemetaan Ciric-𝛼-𝜓 yang diperumum. 

Kata kunci: Titik tetap, kontraksi-𝜓-𝜔, jarak-𝜔. 

 

Abstract 

 
In this paper, we will use the ω-distance concept in α-complete metric spaces. The mapping that will be proved by 

the existence of a fixed point is multivalued  𝜓-𝜔-contraction mappings. This mapping is more general than the 

multivalued p-contraction mapping that Suzuki and Takahashi proved to have a fixed point. Since every ω-distance is a 

metric and every 𝛼-complete metric space is a complete metric space, the resulting theorem will obtain several 

consequences including the fixed-point theorem for generalized mapping of 𝛼-𝜓-Ciric. 

 

Keywords: fixed point, 𝜓-𝜔-contraction, 𝜔-distance. 

 

 

Pendahuluan 

Teori titik tetap merupakan salah satu materi 

di bidang matematika analisis yang memiliki 

banyak aplikasi, di antaranya adalah untuk 

membuktikan eksistensi penyelesaian suatu sistem 

persamaan diferensial. Teorema titik tetap berawal 

dari ditemukannya Prinsip Kontraksi Banach 

(Banach’s Contraction Principle) pada tahun 1922, 

yaitu teorema titik tetap untuk pemetaan kontraksi. 

Seiring dengan perkembangan zaman, banyak 

peneliti yang memperumum teori titik tetap, mulai 

dari mengubah jenis pemetaannya sampai 

mengubah ruang pembicaraannya, misalnya ruang 

metrik cone, ruang metrik parsial, ruang modular, 

dan lain-lain [1–9]. Salah satu peneliti yang 

mengembangkan teori titik tetap adalah Kada, 

Suzuki dan Takahashi [4]. Teori titik tetap yang 

dikembangkan Kada, Suzuki dan Takahashi adalah 

teori titik tetap menggunakan konsep jarak-𝜔.  

Peneliti lain yang mengembangkan teori titik 

tetap adalah Hussain, Kutbi, dan Salami [5] yang 

memperkenalkan ruang metrik lengkap-𝛼. Tahun 

2012, Samet, Vetro, dan Vetro [6] 

memperkenalkan pemetaan kontraksi-𝛼-𝜓 yang 

dibuktikan eksistensi titik tetapnya. Tahun 2013, 

Mohammadi, Rezapour, dan Shahzad [7] 

mengembangkan pemetaan kontraksi-𝛼-𝜓 menjadi 

pemetaan Ciric-𝛼-𝜓 yang diperumum. Dalam 

tulisan ini, dibuktikan teorema titik tetap 

menggunakan konsep jarak-𝜔 pada ruang metrik 

lengkap-𝛼 untuk pemetaan Ciric-𝛼-𝜓 yang 

diperumum, yang dinamakan kontraksi-𝜓-𝜔 

bernilai banyak. Dengan memperumum jenis 

pemetaan dan ruang pembicaraannya, diharapkan 

aplikasi yang dihasilkan pun semakin luas. 

 

Metode Penelitian 

Dalam penelitian ini, akan digunakan konsep 

jarak-𝜔 yang merupakan perumuman dari metrik. 

Selanjutnya akan didefinisikan pemetaan kontraksi-

𝜓-𝜔 bernilai banyak, yang nantinya akan 

dibuktikan eksistensi titik tetapnya. Karena jarak-𝜔 

lebih umum daripada metrik, maka dari teorema 

yang dibuktikan akan diperoleh akibat dengan 

mengganti jarak-𝜔 dengan metrik, begitu juga 

dengan ruang pembicaraannya, karena ruang metrik 

lengkap-𝛼 merupakan ruang metrik lengkap, maka 

akan diperoleh akibat dengan mengganti ruang 

pembicaraannya menjadi ruang metrik. 
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Hasil dan Diskusi 

Berikut adalah definisi dari jarak-𝜔 yang 

diberikan oleh Kada, Suzuki dan Takahashi [4]. 

Definisi 1. Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑). Fungsi 

𝑝: 𝑋 × 𝑋 → [0, ∞) disebut jarak-𝜔 pada 𝑋 jika 

memenuhi: 

a. 𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) untuk setiap 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 

b. untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑝(𝑥,⋅): 𝑋 → [0, ∞) fungsi 

semikontinyu bawah, 

c. untuk setiap 휀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sehingga 

untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 dengan 𝑝(𝑧, 𝑥) ≤ 𝛿 

dan 𝑝(𝑧, 𝑦) ≤ 𝛿 berakibat 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 휀. 

Selanjutnya adalah sifat-sifat penting terkait 

jarak-𝜔 yang telah dibuktikan oleh Kada, Suzuki 

dan Takahashi [4]. 

Lemma 2. Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑) dan 

jarak-𝜔 𝑝 pada 𝑋. Jika {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} barisan di 𝑋 dan 

{𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} ⊆ [0, ∞) konvergen ke 0, serta 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈
𝑋, maka pernyataan-pernyataan berikut berlaku: 

a. Jika 𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ≤ 𝛼𝑛 dan 𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) ≤ 𝛽𝑛 untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ maka 𝑦 = 𝑧, lebih lanjut, jika 

𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 dan 𝑝(𝑥, 𝑧) = 0 maka 𝑦 = 𝑧. 

b. Jika 𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≤ 𝛼𝑛 dan 𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) ≤ 𝛽𝑛 untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ maka lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑧. 

c. Jika 𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝛼𝑛 untuk setiap 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ 

dengan 𝑚 > 𝑛 maka {𝑥𝑛} barisan Cauchy. 

d. Jika 𝑝(𝑦, 𝑥𝑛) ≤ 𝛼𝑛 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ maka 

{𝑥𝑛} barisan Cauchy. 

Definisi 3. Diberikan himpunan tak kosong 𝑋, 

pemetaan 𝑇: 𝑋 → 2𝑋 ∖ {∅} dan pemetaan 𝛼: 𝑋 ×
𝑋 → [0, ∞). Pemetaan 𝑇 dikatakan admisibel-𝛼 

jika untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝑦 ∈ 𝑇(𝑥) dengan 

𝛼(𝑥, 𝑦) ≥ 1 maka 𝛼(𝑦, 𝑧) ≥ 1 untuk setiap 𝑧 ∈
𝑇(𝑦). 

 Berikut diberikan definisi dari admisibel-𝛼 

dan ruang metrik lengkap-𝛼 yang diberikan oleh 

Hussain, Kutbi, dan Salami [5]. 

Definisi 4. Diberikan himpunan tak kosong 𝑋, 

pemetaan 𝑇 : 𝑋 → 2𝑋 ∖ {∅} dan pemetaan 𝛼 : 𝑋 ×
𝑋 → [0, ∞). Pemetaan 𝑇 dikatakan admisibel-𝛼 

jika untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝑦 ∈ 𝑇(𝑥) dengan 

𝛼(𝑥, 𝑦) ≥ 1 maka 𝛼(𝑦, 𝑧) ≥ 1 untuk setiap 𝑧 ∈
𝑇(𝑦). 

Definisi 5. Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑) dan 

pemetaan 𝛼 : 𝑋 × 𝑋 → [0, ∞). Ruang metrik (𝑋, 𝑑) 

disebut ruang metrik lengkap-𝛼 jika setiap barisan 

Cauchy {𝑥𝑛} di 𝑋 dengan 𝛼(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≥ 1 untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ, konvergen di 𝑋. 

 Selanjutnya dinotasikan 𝐷𝑝(𝑥, 𝑇(𝑧)) =

inf{𝑝(𝑥, 𝑦) : 𝑦 ∈ 𝑇(𝑧)} dengan 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑋 dan 

keluarga semua fungsi naik monoton 𝜓 : [0, ∞) →
[0, ∞) dengan ∑ 𝜓𝑛∞

𝑛=0 (𝑡) < ∞ untuk setiap 𝑡 > 0 

dinotasikan dengan 𝚿. Lebih lanjut jika 𝜓 ∈ 𝚿 

maka 𝜓(𝑡) < 𝑡 untuk setiap 𝑡 > 0 dan 𝜓(0) = 0. 

Definisi 6. Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑). 

Pemetaan 𝑇 : 𝑋 → 2𝑋 ∖ {∅} disebut pemetaan 

kontraksi-𝜓-𝜔 jika terdapat 𝜓 ∈ 𝚿 dan 𝑝 jarak-𝜔 

yang memenuhi untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑢 ∈
𝑇(𝑥) terdapat 𝑣 ∈ 𝑇(𝑦) dengan 

𝛼(𝑢, 𝑣)𝑝(𝑢, 𝑣) ≤ 𝜓(max{𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑚}), 

di mana 𝑚 =
1

2
[𝐷𝑝(𝑥, 𝑇(𝑦)) + 𝐷𝑝(𝑦, 𝑇(𝑥))], 𝑗 =

𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑘 = 𝐷𝑝(𝑥, 𝑇(𝑥)) dan 𝑙 = 𝐷𝑝(𝑦, 𝑇(𝑦)). 

Teorema 7. Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑), 

pemetaan 𝑇 : 𝑋 → 2𝑋 ∖ {∅} dan 𝛼 : 𝑋 × 𝑋 →
[0, ∞). Jika (𝑋, 𝑑) ruang metrik lengkap-𝛼 dan 

memenuhi: 

(1) T adalah pemetaan kontraksi-𝜓-𝜔 dengan 𝑝 

jarak-𝜔 yang memenuhi 𝑝(𝑥, 𝑥) = 0 untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝑋, 

(2) 𝑇 pemetaan admisibel-𝛼, 
(3) terdapat 𝑥0 ∈ 𝑋 dan 𝑥1 ∈ 𝑇(𝑥0) sehingga 

𝛼(𝑥0, 𝑥1) ≥ 1, 
(4) untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑦 ∉ 𝑇(𝑦) berlaku 

inf{𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝐷𝑝(𝑥, 𝑇(𝑥)) : 𝑥 ∈ 𝑋} > 0, 

maka 𝑇 mempunyai titik tetap. 

Bukti. Berdasarkan (3), terdapat 𝑥0 ∈ 𝑋 dan 𝑥1 ∈
𝑇(𝑥0) sehingga 𝛼(𝑥0, 𝑥1) ≥ 1, selanjutnya menurut 

(1) terdapat 𝑥2 ∈ 𝑇(𝑥1) sehingga 

𝛼(𝑥1, 𝑥2)𝑝(𝑥1, 𝑥2)  

≤ 𝜓 (max {𝑘1, 𝑘2, 𝑘3,
1

2
[𝑘4 + 𝑘5]})  (5) 

dengan 𝑘1 = 𝑝(𝑥0, 𝑥1), 𝑘2 = 𝐷𝑝(𝑥0, 𝑇(𝑥0)) dan 

𝑘3 = 𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1)), 𝑘4 = 𝐷𝑝(𝑥0, 𝑇(𝑥1)), dan 

𝑘5 = 𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥0)). Karena 𝑇 pemetaan 

admisibel-𝛼 dan 𝑥1 ∈ 𝑇(𝑥0) sehingga 𝛼(𝑥0, 𝑥1) ≥
1 diperoleh 

𝛼(𝑥1, 𝑥2) ≥ 1.     (6) 

Berdasarkan (5) dan (6) diperoleh 

𝑝(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝛼(𝑥1, 𝑥2)𝑝(𝑥1, 𝑥2)  

 ≤ 𝜓 (max {𝑘1, 𝑘2, 𝑘3,
1

2
[𝑘4 + 𝑘5]})  

 ≤ 𝜓 (max {𝑘1, 𝑝(𝑥0, 𝑥1), 𝑘3,
1

2
[𝑘4 +

𝑝(𝑥1, 𝑥1)]})  

≤ 𝜓 (max {𝑝(𝑥0, 𝑥1), 𝑘3,
1

2
[𝑝(𝑥0, 𝑥1) +

𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1))]})  

 ≤ 𝜓(max{𝑝(𝑥0, 𝑥1), 𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1))}).  

Jika max{𝑝(𝑥0, 𝑥1), 𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1))} =

𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1)) maka 
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𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1)) ≤ 𝑝(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝜓(𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1))), 

sehingga 𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1)) = 0 dan 𝑝(𝑥1, 𝑥2) = 0,  

akibatnya 𝑝(𝑥0, 𝑥1) = 0. Karena 𝑝(𝑥0, 𝑥2) ≤
𝑝(𝑥0, 𝑥1) + 𝑝(𝑥1, 𝑥2) = 0, maka 𝑝(𝑥0, 𝑥2) = 0. 

Berdasarkan Lemma 2, karena 𝑝(𝑥0, 𝑥1) = 0 dan 

𝑝(𝑥0, 𝑥2) = 0 maka 𝑥1 = 𝑥2. Jadi 𝑥1 = 𝑥2 ∈
𝑇(𝑥1). Selanjutnya jika 

max{𝑝(𝑥0, 𝑥1), 𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1))} adalah 𝑝(𝑥0, 𝑥1), 

maka diperoleh 

 𝑝(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝜓(𝑝(𝑥0, 𝑥1)).   (7) 

Dilakukan proses yang sama untuk 𝑥1 ∈ 𝑋 dan 

𝑥2 ∈ 𝑇(𝑥1), menurut (1) terdapat 𝑥3 ∈ 𝑇(𝑥2) 

sehingga 

𝛼(𝑥2, 𝑥3)𝑝(𝑥2, 𝑥3)  

≤ 𝜓 (max {𝑗1, 𝑗2, 𝑗3,
1

2
[𝑗4 + 𝑗5]})  

≤  𝜓(max{𝑝(𝑥1, 𝑥2), 𝐷𝑝(𝑥2, 𝑇(𝑥2))})   (8) 

dengan 𝑗1 = 𝑝(𝑥1, 𝑥2), 𝑗2 = 𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1)), 𝑗3 =

𝐷𝑝(𝑥2, 𝑇(𝑥2)), 𝑗4 = 𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥2)) dan 𝑗5 =

𝐷𝑝(𝑥2, 𝑇(𝑥1)). Karena 𝑇 pemetaan admisibel-𝛼 

dan 𝑥2 ∈ 𝑇(𝑥1) sehingga 𝛼(𝑥1, 𝑥2) ≥ 1 diperoleh 

𝛼(𝑥2, 𝑥3) ≥ 1.      (9) 

Berdasarkan (8) dan (9) diperoleh 

𝑝(𝑥2, 𝑥3) ≤ 𝛼(𝑥2, 𝑥3)𝑝(𝑥2, 𝑥3)  

≤ 𝜓 (max {𝑗1, 𝑗2, 𝑗3,
1

2
[𝑗4 + 𝑗5]})  

≤ 𝜓(max{𝑝(𝑥1, 𝑥2), 𝐷𝑝(𝑥2, 𝑇(𝑥2))}).  

Dengan cara yang sama, jika 

max{𝑝(𝑥1, 𝑥2), 𝐷𝑝(𝑥2, 𝑇(𝑥2))} = 𝐷𝑝(𝑥2, 𝑇(𝑥2)) 

maka 𝑝(𝑥1, 𝑥2) = 0, akibatnya 𝑥1 = 𝑥2 ∈ 𝑇(𝑥1).  

Jika max{𝑝(𝑥1, 𝑥2), 𝐷𝑝(𝑥2, 𝑇(𝑥2))} = 𝑝(𝑥1, 𝑥2), 

maka 𝑝(𝑥2, 𝑥3) ≤ 𝜓(𝑝(𝑥1, 𝑥2)). Karena 𝜓 

monoton naik dan berdasarkan (7) diperoleh 

𝑝(𝑥2, 𝑥3) ≤ 𝜓(𝑝(𝑥1, 𝑥2))  

≤ 𝜓 (𝜓(𝑝(𝑥0, 𝑥1)))  

= 𝜓2(𝑝(𝑥0, 𝑥1)).  

Proses dilanjutkan sehingga diperoleh barisan {𝑥𝑛} 

di 𝑋 sehingga 𝑥𝑛 ∈ 𝑇(𝑥𝑛−1), 𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤
𝜓𝑛(𝑝(𝑥0, 𝑥1)) dan 𝛼(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≥ 1 untuk setiap 

𝑛 ∈ ℕ. Jadi untuk setiap 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ dengan 𝑚 > 𝑛 

diperoleh 

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤  𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑝(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2)  

+ ⋯ + 𝑝(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚)  

≤ 𝜓𝑛(𝑝(𝑥0, 𝑥1)) + 𝜓𝑛+1(𝑝(𝑥0, 𝑥1)) +
⋯ + 𝜓𝑚−1(𝑝(𝑥0, 𝑥1))  

≤ ∑ 𝜓𝑖∞
𝑖=𝑛 (𝑡0).  

Karena lim
𝑛→∞

∑ 𝜓𝑖∞
𝑖=𝑛 (𝑡0) = 0, maka berdasarkan 

Lemma 2 diperoleh {𝑥𝑛} barisan Cauchy. Karena 

{𝑥𝑛} merupakan barisan Cauchy, 𝛼(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≥ 1 

untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ dan 𝑋 ruang metrik lengkap-𝛼, 

maka terdapat 𝑧 ∈ 𝑋 sehingga lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑧. 

Diambil sebarang 𝑛 ∈ ℕ, karena 𝑝(𝑥𝑛,⋅) 

semikontinyu bawah, maka 

𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) ≤ lim inf
𝑚→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ ∑ 𝜓𝑖

∞

𝑖=𝑛

(𝑡0). 

Selanjutnya, diandaikan 𝑧 ∉ 𝑇(𝑧). Berdasarkan (2) 

diperoleh 
0 < inf{𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝐷𝑝(𝑥, 𝑇(𝑥)) : 𝑥 ∈ 𝑋}

≤ inf{𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) + 𝐷𝑝(𝑥𝑛, 𝑇(𝑥𝑛)) : 𝑛 ∈ ℕ}

≤ inf{𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) + 𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) : 𝑛 ∈ ℕ}

≤ inf{∑ 𝜓𝑖

∞

𝑖=𝑛

(𝑡0) + 𝜓𝑛(𝑡0) : 𝑛 ∈ ℕ}

≤ 2inf{∑ 𝜓𝑖

∞

𝑖=𝑛

(𝑡0) : 𝑛 ∈ ℕ}

= 0.

 

Akibatnya terjadi kontradiksi. Dengan demikian 

diperoleh 𝑧 ∈ 𝑇(𝑧). ∎ 

Akibat 8. Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑), pemetaan 

𝑇 : 𝑋 → 2𝑋 ∖ {∅} dan 𝛼 : 𝑋 × 𝑋 → [0, ∞). Jika 

(𝑋, 𝑑) ruang metrik lengkap-𝛼 dan untuk setiap 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑢 ∈ 𝑇(𝑥) terdapat 𝑣 ∈ 𝑇(𝑦) dengan 

𝛼(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 𝜓(max{𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑚}), 

di mana 𝑚 =
1

2
[𝑑(𝑥, 𝑇(𝑦)) + d(𝑦, 𝑇(𝑥))], 𝑗 =

𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑘 = 𝑑(𝑥, 𝑇(𝑥)), 𝑙 = 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑦)), dan 

memenuhi: 

(10) 𝑇 pemetaan admisibel-𝛼, 
(11) terdapat 𝑥0 ∈ 𝑋 dan 𝑥1 ∈ 𝑇(𝑥0) sehingga 

𝛼(𝑥0, 𝑥1) ≥ 1, 
(12) untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑦 ∉ 𝑇(𝑦) berlaku 

inf{𝑑(𝑥, 𝑦) + d(𝑥, 𝑇(𝑥)) : 𝑥 ∈ 𝑋} > 0, 
maka 𝑇 mempunyai titik tetap. 

Akibat 9. Diberikan ruang metrik lengkap (𝑋, 𝑑) 

dan pemetaan 𝑇 : 𝑋 → 2𝑋 ∖ {∅}. Jika untuk setiap 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑢 ∈ 𝑇(𝑥) terdapat 𝑣 ∈ 𝑇(𝑦) dengan 

𝛼(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 𝜓(max{𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑚}), 

di mana 𝑚 =
1

2
[𝑑(𝑥, 𝑇(𝑦)) + d(𝑦, 𝑇(𝑥))], 𝑗 =

𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑘 = 𝑑(𝑥, 𝑇(𝑥)), 𝑙 = 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑦)), dan 

memenuhi untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑦 ∉ 𝑇(𝑦) 

berlaku inf{𝑑(𝑥, 𝑦) + d(𝑥, 𝑇(𝑥)) : 𝑥 ∈ 𝑋} > 0, 
maka 𝑇 mempunyai titik tetap. 

Syarat 𝑝(𝑥, 𝑥) = 0 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 pada 

Teorema 7 dapat dihilangkan dengan cara 

mengubah jenis pemetaannya, yaitu menghilangkan 

𝐷𝑝(𝑦, 𝑇(𝑥)) pada Definisi 6. Berikut adalah 

teoremanya. 

Teorema 10. Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑), 

pemetaan 𝑇 : 𝑋 → 2𝑋 ∖ {∅} dan 𝛼 : 𝑋 × 𝑋 →
[0, ∞). Jika (𝑋, 𝑑) ruang metrik lengkap-𝛼 dan 

memenuhi: 
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(13) terdapat jarak-𝜔 𝑝 yang memenuhi untuk 

setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑢 ∈ 𝑇(𝑥) terdapat 𝑣 ∈
𝑇(𝑦) dengan  

𝛼(𝑢, 𝑣)𝑝(𝑢, 𝑣) ≤ 𝜓(max{𝑚1, 𝑚2, 𝑚3, 𝑚4}), 

di mana 𝑚4 =
1

2
𝐷𝑝(𝑥, 𝑇(𝑦)), 𝑚1 = 𝑝(𝑥, 𝑦), 

𝑚2 = 𝐷𝑝(𝑥, 𝑇(𝑥)) dan 𝑚3 = 𝐷𝑝(𝑦, 𝑇(𝑦)) 

(14) 𝑇 pemetaan admisibel-𝛼, 
(15) terdapat 𝑥0 ∈ 𝑋 dan 𝑥1 ∈ 𝑇(𝑥0) sehingga 

𝛼(𝑥0, 𝑥1) ≥ 1, 
(16) untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑦 ∉ 𝑇(𝑦) berlaku 

inf{𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝐷𝑝(𝑥, 𝑇(𝑥)) : 𝑥 ∈ 𝑋} > 0, 

maka 𝑇 mempunyai titik tetap. 

Bukti. Berdasarkan (15), terdapat 𝑥0 ∈ 𝑋 dan 𝑥1 ∈
𝑇(𝑥0) sehingga 𝛼(𝑥0, 𝑥1) ≥ 1, selanjutnya menurut 

(13) terdapat 𝑥2 ∈ 𝑇(𝑥1) sehingga 

𝛼(𝑥1, 𝑥2)𝑝(𝑥1, 𝑥2)  

≤ 𝜓 (max {𝑘1, 𝑘2, 𝑘3,
1

2
𝑘4})   (17) 

dengan 𝑘1 = 𝑝(𝑥0, 𝑥1), 𝑘2 = 𝐷𝑝(𝑥0, 𝑇(𝑥0)) dan 

𝑘3 = 𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1)), dan 𝑘4 = 𝐷𝑝(𝑥0, 𝑇(𝑥1)). 

Karena 𝑇 pemetaan admisibel-𝛼 dan 𝑥1 ∈ 𝑇(𝑥0) 

sehingga 𝛼(𝑥0, 𝑥1) ≥ 1 diperoleh 

𝛼(𝑥1, 𝑥2) ≥ 1.    (18) 

Berdasarkan (17) dan (18) diperoleh 

𝑝(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝛼(𝑥1, 𝑥2)𝑝(𝑥1, 𝑥2)  

 ≤ 𝜓 (max {𝑘1, 𝑘2, 𝑘3,
1

2
𝑘4})  

 ≤ 𝜓 (max {𝑘1, 𝑝(𝑥0, 𝑥1), 𝑘3,
1

2
𝑘4})  

= 𝜓 (max {𝑝(𝑥0, 𝑥1), 𝑘3,
1

2
𝑘4})  

≤ 𝜓 (max {𝑝(𝑥0, 𝑥1), 𝑘3,
1

2
[𝑝(𝑥0, 𝑥1) +

𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1))]})  

  ≤ 𝜓(max{𝑝(𝑥0, 𝑥1), 𝐷𝑝(𝑥1, 𝑇(𝑥1))}). 

Selanjutnya dengan cara yang sama pada Teorema 

7 diperoleh terdapat 𝑧 ∈ 𝑋 sehingga 𝑧 ∈ 𝑇(𝑧). ∎ 

 

Simpulan 

Berdasarkan hasil tersebut dapat disimpulkan 

pemetaan kontraksi-𝜓-𝜔 bernilai banyak memiliki 

titik tetap di ruang metrik lengkap-𝛼 dengan 

menambahkan syarat seperti jarak-𝜔 yang 

digunakan harus memenuhi 𝑝(𝑥, 𝑥) = 0 untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝑋. Syarat ini dapat dihilangkan dengan 

menghilangkan 𝐷𝑝(𝑦, 𝑇(𝑥)) pada jenis 

pemetaannya. Masih banyak jenis pemetaan yang 

telah dikembangkan dan dibuktikan eksistensi titik 

tetapnya di ruang metrik, dan konsep jarak-𝜔 lebih 

umum daripada metrik. Ruang metrik lengkap-𝛼 

lebih umum daripada ruang metrik, maka masih 

banyak kemungkinan untuk mengembangkan 

teorema titik tetap dengan menggunakan konsep 

jarak-𝜔 di ruang metrik lengkap-𝛼. 
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